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12.1 M/M/1 ké

Ankomsttider och véntetider &r exponentialférdelade och vi kan beskriva systemet som en
fodelse-dods-process déar vi har konstant fodelseintensitet A (ny kund anlédnder) och konstant
dodsintensitet p (kund har fatt betjining och gar sin vdg). Kedjan &r oéndlig (finns inget
max-antal kunder i kon). Figur:
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det vill sdga om p = A/u < 1 (dodsintensiteten storre én fodelseintensiteten), sa uppfyller
jamnviktsfordelningen 7 att

To=1—0p och e =mop" = (1—p)pF, k>1.
Detta kdnner vi igen som den geometriska fordelning. Vi skriver att X ~ Ge(1 — p) om

pX(k>:(]'_p>pk7 k:07172737""

Vi sammanfattar lite information om den geometriska fordelningen.
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el Geometrisk fordelning
Sats. Om X ~ Ge(p) med 0 < p < 1lsaidr E(X) = P och V(X) = L —2p.
P p




Faktum &r att vi redan bevisat uttrycket for £(X) och V(X) i forelasning fem.
Vihar alltsa N (t) ~ Ge(1—p), sa E(N(t)) = p/(1—p). Littles sats implicerar att den férvintade
totala tiden i systemet for en kund ges av

E(N(t)) 1
E(T) = =
(T) S T
Aven varianserna kan beriknas:
VN{E) = —" och  V(T)= —
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Vi ser i figurerna ovan att systemet blir instabilt da nyttjandegraden p ndrmar sig ett. Vén-
tevirderna viixer kraftigt och dven variationen i véntetid och antal personer i systemet Okar
kraftigt, vilket gor forutsiagelser opalitliga. Detta dr ett fenomen i de flesta kosystem.

Vi kan aven rakna ut forvantad kotid och forvantat antal kunder i kon:
I A
p=X o p(p—A)

12.1.1 Vantetider

Antag att det dr n personer i kon nér nésta person anlédnder. Den totala tiden T' i systemet for
denna person dr summan av n + 1 stycken oberoende variabler T; ~ Exp(u). Enligt foregaende
foreldsning ger detta upphov till Gamma-férdelningen, sa

¢ n k
Fr(t) = / fr(z)de=1— e_“tz %, t > 0.
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Men det ar inte alltid precis n kunder fére oss nér vi kommer, sa hur finner vi férdelningen
for T utan detta antagande? Svaret kommer i form av lagen om total sannolikhet:

Fr(t) = P(T < t) ZP )P(T <t| N(t)=n)

=> (1=p)p"P(T<t| N(t)=n) =) (1-p)p" (1 p— (,Z!)k)
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-1 —put (plu’t) —1— ef,ut(lfp) —1— eft(,uf)\).

Vi har alltsa visat att T' ~ Exp(u— \), sa speciellt &r E(T) = 1/(u— A) (vilket vi redan visste).
P4 samma sitt kan man visa att Fyy(w) = P(W < w) = 1 — pe~*®=Y w > 0. Notera
att Fiy(0) = P(W =0) =1 — p dr sannolikheten att kon dr tom nér en kund anlédnder. Vi kan
dven finna detta genom sannolikheten att betjéningen ar upptagen:

P(N(t) > 0) = P(N(t) 2 1) = 1 — 7 = p,

sa p = — ar verkligen nytjandegraden.
1
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@ Exempel

En router med stort arbetsminne (oéndlig bufferkapacitet) och vildigt snabb processor har en
utgaende bandbredd pa 100 Mbps (som routern kan fylla). Paket som kommer in till routern
har en storlek som &r exponentialfordelad med vinteviarde 16 Kbit, och paket anlénder enligt

en Poissonprocess med A = 2000 paket per sekund. Hitta en lamplig k6-modell, och svara pa
foljande:

(a) Forvantat antal paket i routern och forvantad svarstid.

(b) Sannolikhet att ett paket tar mer &n 0.5 ms att behandla.

(c¢) Sannolikhet att routern dr "idle” (inte har nagra paket i systemet).
(d) Sannolikhet att routern har mer &n ett paket i systemet.

Losning: Vi viljer en M/M/1 k6 med A = 2000 paket /s och

100 Mbps 100000
16 Kbit 16

= 6250 paket/s.
Lat p = A/pu = 0.32.
(a) E(N(t)) = % ~ 0.47. Ett halvt paket i kon alltsa. Svarstiden dr tiden for paketet att
—p

ta sig genom systemet, vilket blir
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(b) Sannolikheten att det tar mer &n 0.5 ms for ett paket fas enligt

P(T>05ms)=1—P(T <0.5ms) =1— (1 —e 05W=N/1000) ~ 1194,

(c) Sannolikheten att kon &r tom ges av P(N(t) =0) =mp =1 — p = 0.68.
(d) P(N()>1)=1—P(N(t) <1)=1—m—m ~ 1 — 0.68 — 0.22 = 0.10.

12.2 M/M/c ko

Ankomsttider och véntetider &r exponentialférdelade och vi kan beskriva systemet som en
fodelse-dods-process dér vi har konstant fodelseintensitet A (ny kund anlénder) och en dédsin-
tensitet som dr g vid en kund i systemet, 2 om det &r tva, 3u om det dr tre och sa vidare
upp till c. For fler &n ¢ kunder &r dodsintensiteten cu. Kedjan ar odndlig (finns inget max-antal
kunder i kon).

1t 20 3u Ap (c—=Dpu cp cp
V3N LT T~ VS IN
A A A A A A A
Lat p = —. For att kunna prata om en stationér férdelning &r det tillréackligt att p < 1, for da
Cp
ar
c—1 \F 0 \F A A2 A3 ¢ Aetl \CT2
1+ 2 e
kz; k! P kz:; clekb=epk * 1 + 2412 + 3lu3 Tt clue + clepct! + cle?puct?
c—1
(cp)®  (ep)® 1
= < .
k! + cd 1—-p >
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Den stationéra fordelningen ges nu av

k=0
och i
P <
k!
Tk = kcc
7T0p s k > c.
c!

Sannolikheten att alla betjaningsstéllen &r upptagna ges av uttrycket

N DI B (cp)®
Cle,Mw =) m= ( 1 (cp)* ] ) - =1 (cp)*”

k=c c! k=0 &I~ T (Cp) 15, (cp)e+ (1 —p) Dm0~

Denna formel ar kidnd som Erlang C-formel. Ofta berdknas den enklast genom

(cp)f 1 _ =

A = .
Cle;Am) = mo cd 1—p 1-p
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Forvantat antal kunder ges av
BN@) =S ke = mo [ SRS L 5 ke
(N@) = Yk =mo [ SRS 5 FEE)
k=0 k=0 k=c+1
Vi betraktar en del av hégerledet i taget. Forst,
c c c—1
(cp)® (cp)™* (cp)®
]{j— = e
“;% k! ”Wé;w—m %wggm

= cp — cpCle, A/ ),

om vi utnyttjar uttrycket for 7wy givet i (1) ovan. Fér den andra delen,

g (L - L)

o cd 1—p

>\ kpket Te b1 e d o=
7o Z - ool Z kp™ " = pcfld_p Z P
k=c+1 k=c+1 k=c+1

e d a1 Te 0>
= _— ¢ —_— = 1
p“dp<p 1—p) 1—p((c+ )p+1—p

Vi summerar dessa tva och finner att

E(N(t)) =cp —cpCle, N/ ) + 1716[) (cp+ ﬁ) =cp+ %C(c, A ).

Littles sats kan nu anvéndas for att ta fram féljande uttryck for relevanta forvintade vérden:

pr) = 280 - Lcen+ o
BOV) = B(T) = E(S) = ———C(e.\/1),
e

Cle, A ).

E(N,(t)) = AE(W) = -

Man kan &ven hérleda fordelningar for T° och W likt forra fallet, men vi nojer oss med de
forviantade véarderna.
En annan férdelning som dock kan vara intressant ér avgangstiden X om alla betjaningar dr
upptagna. Vi har c stycken betjéningar och var och en har exponentialfordelad betjanings-
tid S; med intensitet p. Variabeln X kan skrivas som minimum av Si,Ss,...,S. och far da
fordelningsfunktionen

Fx(z)=1—e* 2 >0.

Detta &r fordelningsfunktionen for en exponentialférdelad variabel med intensitet cu. Vi har
alltsa precis visat att X ~ Exp(cp). Om bara k betjaningar dr upptagna, 1 < k < ¢, sa
ar X ~ Exp(kp).
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Q Exempel

En M/M/3 k6 har A = 3 och p = 2. Vad ér den forviantade ko-tiden? Vad &r sannolikheten
att en ny kund far sta i k67 Om alla betjaningar ar fulla, vad &r den forvéntade tiden till en
betjéning blir ledig?

Losning: Vi har ¢ = 3 och en Markov/Markov modell, sa tider blir exponentialférdelade.
Sannolikheten att vi far sta i ko ges av, med ¢ =3 och p = 1/2,

P(N(t) > ¢) = iﬂ'k = C(e,\/p) = 0.2368

eftersom )
N G G
=Y ot -1_p_4.75
k=0
och (0) .
Te cp)©
A = = )
Cle, M) 1—p T p

Forvintad kotid: E(W) = 0.0789. Om alla betjéningar &r fulla vet vi att fordelningen for tiden
till dess att nagon lamnar systemet ar Exp(cp), sa den forvéntade tiden blir 1/cu = 1/6.

12.2.1 M/M/2

Om ¢ = 2 har vi med p = \/2u specialfallet

vilket &dr dndligt om A < 2u. Jamnviktsfordelningen 7 uppfyller att

1-— 1
770:—'0 och ﬂk:2pk-ﬂ, k=1,2,3....

1+p 1—0p

Formlerna {or forvantade varden blir nu lite enklare:
2p 1/p p? 2p*
E(N()) = E(T E(W E(N,(t)) = )
( ()) 1_p27 ( ) l_pQ’ ( ) ”(1_/)2)7 ( q()) 1_p2

-@’- Exempel

Den nuvarande databasservern har en betjdningsintensitet u och en ankomstintensitet .
Prestandan borjar bli for dalig och man ska uppgradera. Jimfor foljande val:

1. Koper en ny server med betjaningsintensitet 4.

2. Koper tva stycken nya servrar med betjaningsintensitet 2u och kor dessa med en ge-
mensam Kko.

Vilket alternativ ger bést prestanda?




Losning: Alternativ ett d&r en M/M/1 situation och alternativ tva en M/M/2 situation. Vi

jamfor. Lat py = — och py = ———. Numeriskt ar alltsa p; = ps.
4 2-2u
| E(N(t)) E(lT) EW)
P1 P1
Alt. 1
12—,01 4#(11— pr) Au(l - p1)
Al 2| 2 &

1—p5  2u(1—p3) 2u(1—p3)

Om vi jamfor kvoten av de olika F(N(t)) for alternativen ser vi att

P
Alt 1 _ 1—p _ 1+p<1’
Alt. 2 P 2

1-p

eftersom p < 1. Koldngden blir alltsa i snitt ldngre for alternativ tva, vilket borde innebéra
samre prestanda. Samma sak géller 6vriga kvoter, bada ger samma uttryck (1 + p)/2 < 1, sa
alternativ ett har kortare véntetid och kotid. Speciellt om belastningen dr ganska liten far vi
en stor skillnad.

Detta &r en allmén princip. Om vi inte har ett problem som har en struktur som gor att parallell
hantering snabbar upp sa gar det snabbare med ett dubbelt sa snabbt enkelsystem som tva
langsammare.

12.2.2 M/M/oco

Om det finns odndligt manga betjaningsstéllen konvergerar my till

0o A k -1 .
(5

dér a = \/p, och darmed blir

akz

T = Ee* s k > 0.
Vi har alltsa visat att N(t) ~ Po(a). I detta fall kan vi alltsa anvéinda egenskaper for Poisson-
fordelningen (tabeller etc) for att rdkna ut sannolikheter.
Sa nér har vi odndligt manga betjaningsstéllen? Kanske inte sa ofta i verkligheten, men om ¢

ar valdigt stort kan denna modell enkelt ge approximativa svar pa parametrar av intresse.

12.3 M/M/1/K

I detta fall har vi ett betjdningsstéille och en begrinsad koldangd. Maximala antalet kunder i
systemet ar K. Typiskt exempel ér dataswitchar av olika slag som har en buffert fér inkommande
paket men endast kan behandla ett paket i taget. Fragan blir ofta hur stor man ska dimensionera
bufferten (K) for att inte tappa bort for manga paket.

u n N N n
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Lat a = \/u. Den stationdra férdelningen, som finns oberoende av A och p (varfor?), ges av

K —1

1—a

To = (Zak> - 1 — g+l och T = 7T0(lk, 1<k< K,
k=0

om a # 1. Om a = 1 blir N(t) likformigt fordelad pa tillstanden {0,1,2,..., K }.
Om a # 1 foljer det att

BN{) = Z kT = 7o Z ko = Woa% (Z ak) = Mol — Ei(iaagzl) -
7(1 ‘1+aKEK(a—1)—1) 7@ (K + 1)a"+!

a—1 1 —ak+! a—1 1 — g+t 7’

och om a =1 blir E(N(t)) = K/2.
Den verkliga intensiteten A;, in i systemet ges av

Ain = (1= P(N(t) = K))A = (1 — mx)\.

Intensiteten att kunder avvisas ges alltsa av A\mg.
Vi har dven E(T) = E(N(t))/Am och E(W) = E(T) — E(S), samt att nyttjandegraden p ges
av p = Ain/p = a(l — k).

L

Q Exempel

En dataswitch har forhallandet 0.5 mellan ankomstintensiteten A och betjaningsintensiteten ,
dvs a = A\/p = 0.5. Hur stor buffert behovs for att sannolikheten for paketforlust blir < 10737

1 — K
Losning: Sannolikheten for paketforlust &r P(N(t) = K) = g = <1—af)<il‘ Vi testar olika
—a

varden pa K och finner att K = 9 stycken dr den minsta ldngden pa buffer vi kan acceptera.
Sitter man vid en dator kan man anvinda MATLAB:

>> a = 0.5;
>> K = (1:1:10);
>> ((1-a).*a."K) ./ (1 - a.”(K+1))
ans =
0.3333 0.1429 0.0667 0.0323 0.0159 0.0079 0.0039 0.0020 0.0010 0.0005
>> ((1-a).*a."K) ./ (1 - a.”(K+1)) < 10"(-3)
ans =

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

124 M/M/c/c

Specialfallet ndr K = c ar intressant da det innebér att vi helt enkelt inte har nagon ko, utan
bara ¢ betjaningsstéllen och kunder som anlédnder néar det &r fullt vid betjaningarna avvisas.
Markovkedjan ar &ndlig, och kan ses nedan.

ft 21 3 Ap (c—Du cp
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Eftersom kedjan ar &ndlig behovs inget extra villkor pa A och u. Lat @ = A\/p. Den stationéra

fordelningen ges av

Det foljer att

E(N(t)) =

Det finns ingen ko, sa E(W) =0 och E(T) = E(S)

c _
akl

£ (k—1)!

(&
E km, = moa
k=0

szﬂoy, 1§k<c
c—1 ak c—1
= WOGZH = aZwk =a(l —m.)
k=0 k=0



