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14.1 Stokastiska variabler: diskreta, kontinuerliga, singulira?

Vi har delat upp klassen av stokastiska variabler i tva delar. En del vi kallat diskret, dar vi
anvant oss av en sannolikhetsfunktion P(X = k), och en kontinuerlig dér vi krdvt att det
finns en tédthetsfunktion. Detta krav &ar emellertid inte alltid uppfyllt. Det finns icke-diskreta
stokastiska variabler som inte har nagon tathetsfunktion. Variabler av denna typ brukar sidgas
vara singuléra. Ibland sa krdver man till och med definitionsméssigt att en stokastisk variabel
ska ha en téthetsfunktion for att kallas kontinuerlig. Sa vad goér man at situationen att det
verkar finnas andra djur i djungeln? Dessa blir tyvérr svara att hantera med den teori vi har
tillgang till just nu, men lat oss titta pa ett vilként exempel som atminstone visar pa troligheten
att singulédra fordelningar finns.
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Cantorméingden

Lat oss borja med nagot kul, ndmligen en tdmligen sonderstyckad delméngd av interval-
let [0, 1]. Processen fungerar enligt f6ljande. Vi delar C; = [0, 1] i tre delar och tar bort den
oppna mittersta delen. Vi kallar de punkter som &r kvar (dvs [0,1/3] U [2/3,1]) for Cy. Vi
delar nu de tva intervallen i C5 i tre likadana delar vardera och tar bort mittensegmenten.

Kalla den nya méangden C5. Sen upprepar vi processen gang pa gang och kallar mdngden som
ar kvar vid steg k for Cy.
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Vi noterar att C; D Cy D C3 D -+ och definierar C' = N2, C}. Detta &r Cantorméngden.

Sa vad ska vi med denna mangd till? Givetvis att konstruera nagot intressant motexempel.
o

Man kan se att om vi representerar ett tal € [0,1] i basen 3, dvs vi skriver x = Zxk3_k
k=1



dar varje xp = 0,1 eller 2, sa kommer x; # 1 for alla &k om x € C. Vi tar hela tiden bort
mittendelen, vilket gor att vi aldrig far motsvarande siffra i expansionen i basen 3. Den sa
kallade Cantorfordelningen erhaller vi nu om vi definierar férdelningsfunktionen enligt féljande:
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For x < 0 definierar vi F'(z) = 0 och for # > 1 definierar vi F(z) = 1. Vi tépper till halen
vi ldmnat i [0, 1] genom att observera att F(zy) < F(z) for x; < xq, sa F ar vixande. Vi
later F\(z) =sup{F(y):y € C, y <z} for x € [0,1] \ C, vilket definierar F(x) for alla z € R
sa att [ ar kontinuerlig. Observera att denna definition innebér att F(z) &r konstant pa de
linjesegment som vi tog bort nér vi konstruerade C. Vi ser ocksa att Fi(z) — 1 da x — 1
och F(z) — 0 da * — 0. Denna funktion brukar ga under namnet the Dewvil’s staircase —
Djavulens trappa — just for att den har ett par roliga egenskaper som gar lite mot intuitionen.
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Detta ar alltsa en fordelningsfunktion. Sa vad var podngen med detta? Jo, podngen &r den att en
stokastisk variabel X med fordelningsfunktionen F' inte ar diskret men saknar tdthetsfunktion!
Yikes. Att X inte ar diskret foljer av att F' &r kontinuerlig (det blir alltid hopp i F' om variabeln
ar diskret). Sa varfor finns ingen tdthetsfunktion? Det foljer av att F'(x) ar konstant néstan
overallt. Nér vi konstruerade C' sa tog vi hela tiden bort tredjedelar av linjesegment, sa om vi
tittar pa figuren ovan dar vi konstruerade Cantorméngden sa ser vi att vi tar bort lingderna

1 1 1 1 /2\F 1 1
—_ 2._ 4.— el — — — = — :]..
st gttt 3M(3) 3 1-2/3

Huh? Da ar ju inget kvar? Nja, inte direkt. Dels &r argumentet ovan lite handviftande och dels
sa kan vi fortfarande har kvar en synnerligen sonderstyckad méngd déar varje punkt ar hyfsat
isolerad sa att det inte blir nagra intervall. Faktum &r att Cantorméngden faktiskt inte &r
upprakningsbar (sa betydligt storre dn till exempel [0, 1] N Q). Men viktigast for oss, derivatan
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av fordelningsfunktionen maste vara noll néstan overallt eftersom funktionen &r konstant dér.
Dérfor kan vi inte ha nagon téthetsfunktion.

Sa vad var podangen med allt det dar? En poéng ar att vi egentligen borde stréiva efter att
formulera saker utan att explicit vélja summa eller integral av tédthetsfunktion. Kan vi formulera
och bevisa resultat dér vi endast anviinder sannolikhetsmattet (och fordelningsfunktionen) sa
far vi resultat som géller generellt.

14.2 Momentgenererande funktioner

Lat oss skifta riktning en aning. Vi borjar med en definition.

%7 Moment

Definition. For k = 1,2,3,... sa definieras det k:te momentet av X enligt F(X*) om
detta vinteviirde dr #ndligt. De centrerade momenten definieras enligt E((X — E(X))).

Vi kénner igen moment av ordning 1 och 2 som véntevérdet och nagot som vi brukar anvéinda
for att rdkna ut variansen. Vintevardet beskriver var foérdelningen har sitt masscentrum och
variansen hur utspridd den dr. Moment av ordning 3 och hogre beskriver skevhet hos fordel-
ningen. En intressant fraga d&r om man kan aterskapa en stokastisk variabel om man kédnner
alla moment? Svaret &dr tyvérr nej, om man inte vet lite mer information. Dessutom kan det
vara sa att moment av vissa ordningar inte existerar for vissa stokastiska variabler. Vi kan till
exempel titta pa Cauchy-férdelningen.
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Cauchyfordelningen

Lat fy(x) = m, z € R, vara tathetsfunktionen for en stokastisk variabel X. Vi sidger

att X ar Cauchyfordelad. Visa att alla moment for X &r odndliga.

Losning. Vi ser att
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ar generaliserad i odndligheten och att om vi betraktar integranden for stora x sa ser det ut
som 2" /x? = 272 s& integralen kommer vara divergent for alla & > 1. Om k &r jimn sa ar
integranden positiv, sa integralen &r divergent dven nér vi integrerar 6ver hela R. Om k ar
udda véxlar visserligen integranden tecken i nollan, men da integralen fran 0 till odndligheten
ar divergent hjélper inte teckenvéixlingen (om vi inte blandar in principalvérden). Alltsa kan
inte momenten existera. Inte ens vintevéirdet blir dndligt!

Momentgenererande funktion

Definition. Den momentgenererande funktionen My (t) for en stokastisk variabel defi-
nieras som My (t) = E(e') for de t dér uttrycket existerar.




I det diskreta fallet sa reduceras definitionen till

MX (t) = Z etkpx(k:)

k

och i det kontinuerliga (med tathetsfunktion) till

Mx(t) = / e fx(x) dx.
For singuldra fordelningar blir det lite konstigare, sa vi hoppar 6ver det. I det diskreta fallet sa
pratar man ibland om den sannolikhetsgenererande funktionen

Gx(s) = E(s¥) =) s"px (k).

DA giller alltsa att Mx(t) = Gx(e'), sa dessa funktioner #r nira besliktade. Dessutom ser
vi direkt att Gx(s) alltid konvergerar atminstone for |s| < 1 (da koefficienterna px (k) &r
begriansade). Den observante ldasaren med lite transformteori i bagaget kénner sékert igen detta
som z-transformen av px. Snarlikt sa kan vi dven se att i det kontinuerliga fallet (atminstone
nér det finns en tathetsfunktion) sa géiller att Mx(t) = L(fx)(—t) dr Laplace-transformen av
tatheten med —t som argument. Vi kan alltsa anvénda teori fran z- och Laplacetransformerna
for att hiarleda egenskaper for momentgenererande funktioner.

5% Exempel
Lat X ~ N(0,1) och Y ~ N(u, o). Berikna de momentgenererande funktionerna.

Losning. Vi ser att
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dér vi bytte variabel u = x —t i integralen och utnyttjade att vi arbetar med en tathetsfunktion.
For att komma at Y gor vi foljande omskrivning. Lat Y = u+ o X, dar X ~ N(0, 1). Da blir

My (t) = E(e™) = E(e"Xe) = eM E(e™) = e' Mx(to)

_ eut+t2a2/2‘

Sa varfor kallar vi detta objekt for momentgenererande funktion? Vad har den med momenten
att gora? Svaret kommer ganska direkt om vi tidnker pa hur Maclaurinutvecklingen av e'* ser
ut:

o _ (tx)? | (tx)’ - ()
e *1+m+T+T+'”*Z .

Formellt skulle da alltsa
X\ Z k
k=0

under forutsittningen att F(X*) existerar for k = 0, 1,2, ... och att vi kan byta plats pa serien
och véntevardesoperatorn. Genom att derivera potensserien k£ ganger och sitta t = 0, sa erhaller
vi my:

my, = E(X*) = MP(0).
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Momenten finns alltsa inbakade i den momentgenererande funktionen (under forutsidttningen
att den existerar i en omgivning av noll). Sa om da Mx(t) existerar i en omgivning av noll,
innebéar det att denna momentgenererande funktion definierar en entydigt bestdmd fordelning?
Svaret &r ja.

&

Sats. Om Mx(t) existerar dndligt i en omgivning av noll sa finns en entydigt bestamd fordel-

ning med den momentgenererande funktionen My (t). Vidare giller att alla moment E(X*)
existerar och att Mx (t) = — E(X") i denna omgivning av noll.

k!
k=0

For att bevisa detta brukar man anvénda satsen om inversion av Laplacetransformen, men det
faller tyvarr lite utanfér denna kurs. En direkt f6ljd av satsen &r foljande korollarium.

<>

g Entydighet

Sats. Om Mx (t) = My (t) for t i en omgivning av origo, sa har X och Y samma fordelning.

Notera att detta inte innebéar att tva stokastiska variabler har samma fordelning om alla deras
oo
2 . m . .
moment sammanfaller. Detta pa grund av att serien E k—ftk kan vara divergent for ¢ # 0.

k=1
Det finns alltsa en hel uppsjoé av problem som kan uppsta. Exempelvis Cauchy-férdelningen

saknar momentgenererande funktion for ¢ # 0 och en exponentialférdelning har endast mo-
mentgenererande funktion A(A — ¢)~" fér t < A (annars o#ndlig). Exempel finns #ven dér
alla moment existerar men den momentgenererande funktionen existerar bara for ¢ = 0 (till
exempel en variant baserad pa lognormal-férdelningen), vilket visar att momentens existens
inte ar tillrackligt.

14.3 Karakteristisk funktion

For att komma runt problemet med att momentgenererande funktionen inte alltid existerar
sa anvinder man sig ibland av den karakteristiska funktionen. For en stokastisk variabel X
definieras denna som ¢x(t) = E(e"X). T det kontinuerliga fallet med téthetsfunktion s &r
detta Fouriertransformen av tédthetsfunktionen. En trevlig egenskap med den karakteristiska
funktionen ar att den alltid existerar. Nackdelen &r att den ar komplexvéird och kraver en del
ordentlig analys for att fa ordning pa. I fallet med tathetsfunktion sa foljer det ganska omgaende
att ¢x &r likformigt kontinuerlig till och med (via egenskaper for Fouriertransformen). I fallet
da den momentgenererande funktionen ocksa existerar sa géller sambandet Mx (it) = ¢x(t), sa
egenskaper for momentgenererande funktioner generaliserar oftast ganska direkt.

14.4 Summor av stokastiska variabler

Nu ska vi se pa en av de stora styrkorna fér momentgenererande funktioner (eller karakteristiska
for den delen).



@ Momentgenererande funktion féor summa
Sats. Lat Xi, X, ..., X, vara oberoende stokastiska variabler med momentgenererande funk-
tioner Mx,,...,Mx,.OmY = X; + Xo +--- 4+ X, sa ar

My (t) = Mx, (t)Mx, () - - Mx, (t) = [ | Mx, ().

Bevis. Eftersom variablerna ar oberoende sa kommer
E<€tY> _ E<et(X1+X2+---+Xn)) _ E(etXleth L ez&Xn)

= E(e"™)E(e"™?) -+ B(e™") = My, (t) Mx, (1) -+ Mx,, (t).

Vad detta innebér rent praktiskt dr att vi kan hitta férdelningen fér en summa av stokastiska
variabler genom att multiplicera ihop deras momentgenererande funktioner och sedan identi-
fiera vilken fordelningen denna produkt hor ihop med (dér vi utnyttjar entydigheten). Ténk
tillbaka pa faltningssatsen. Eftersom momentgenererande funktioner i princip ér Laplacetrans-
former sa ar det sa att Laplacetransformen av faltningen av tva funktioner ges av produkten
av dess Laplacetransformer (motsvarande géller Fouriertransformen och karakteristiska funk-
tioner). Motsvarande samband géller for karakteristiska funktioner.

14.5 Centrala gransvirdessatsen

Sa anledningen till att vi tog upp allt detta om momentgenererande funktioner var for att —
atminstone i ett specialfall dar den momentgenererande funktionen existerar néira noll — kunna
bevisa centrala grinsvirdessatsen. Det dr namligen sa trevligt att om Uy, Us, ... ér en f6ljd
stokastiska variabler med &ndliga momentgenererande funktioner My, , My,, ... sadana att

lim My (t) =e"/?, teR,
n—oo

sa galler att

lim P(U, <z)=®(z), zeR.

n—oo

Detta ar inte pa nagot sétt sjalvklart, utan behover egentligen bevisas. Tyvéarr kréaver beviset
en del saker som gor att det blir lite for ingaende, sa vi tar detta som givet. Lite handviftande
kan man ténka att konvergens innan vi gor en Laplace- eller z-transform &r detsamma som efter
(vilket som sagt inte &r helt sjalvklart). Det ar heller inget speciellt med just normalférdelningen
hér, utan konvergens av de momentgenererande funktionerna implicerar konvergens i fordelning.
Motsvarande kontinuitetsegenskap finns éven for karakteristiska funktioner: om ¢x, (t) — ¢x (%)
s& kommer X,, — X.
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g Centrala griansvirdessatsen (CGS)
Sats. Lat X, X,,... vara en oéndlig fo6ljd av likafoérdelade och oberoende stokastiska vari-
abler. Vidare, lit E(X;) = p och V(Xy) = o? for k = 1,2,.... Da giller att ¥, = » X,

k=1

Y, —
konvergerar i férdelning enligt In T by N (0,1).

a\/n




Yn —n . .
M' V1 visar att

o\vn
lim P(Z, <z)=®(z), z€R,

n—oo

Bevis. Vi vill visa konvergens i férdelning. Lat Z,, =

dar

d(2) e du.

vl

Definiera U;, = P 4 att E(Uy) = 0 och V(Uy) = 1. Eftersom Xj, Xy, ... var oberoende
och likaférdelade sa géller d&ven det for Uy, Us, ... Vi kan nu se att
t
MUk (t) = MXk (—) B_Mt,
o

sa givet att My, existerar sa gor dven My, det. Eftersom My, existerar néra noll kan vi
Maclaurinutveckla enligt
M// (0)

2
My, (u) = My, (0) + M, (0)u+ =0 4+ O(u) = 14 5 + O(u?),

fér u néra noll, da My, (0) = E(Uy) = 0 och M (0) = E(U?) = V(Ux) + E(Uy)* = 1. Vidare
galler att
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Xi+Xo+-- Xy —np
o\v/n B

sa eftersom foljden Uy, Us, ... ar oberoende erhaller vi

My, (1) = B(e™) = B <exp< Zm))z( (7))

ddr My &ar den gemensamma momentgenererande funktionen for foljden Uy, Us,... Lat nu t
vara ett fixerat tal. Om n &r stort sa giller da att

My, (t) = <MU (%))n (1+ £ Lo (nfj_)>n <1+%+0( —3/2))"
a1+ 2007 “en (o (& w00

= et*/2 exp (O (n_l/Q)) — et2/2,

da n — oo. Men detta dr den momentgenererande funktionen for N (0, 1)-fordelningen, och
enligt utsagan ovan sa medfor konvergens av momentgenererande funktioner konvergens i for-
delning. Detta visar alltsa centrala gransvardessatsen i fallet da momentgenererande funktioner
existerar. U

Zn = Uka

k=1

Si-

14.6 Om de momentgenererande funktionerna inte finns da?

Man kan genomféra motsvarande bevis med karakteristiska funktioner istéllet. Dessa existe-
rar alltid, vilket kréver lite mer teori for att visa ordentligt, men vi ser att e® &r begrinsad,
vilket inte giller e'*, sa resultatet &r inte helt forvanande. Analogt med resultatet att konver-
gens av momentgenererande funktioner innebér konvergens i fordelning sa géller motsvarande
resultat for karakteristiska funktioner. Samtliga steg i beviset ovan fungerar alltsa om vi ersét-
ter momentgenererande funktioner med karakteristiska (och lever med att saker och ting blir
komplexvirda). Sa varfor ga omvégen via momentgenererande funktioner istéllet for att direkt
nyttja karakteristiska funktioner? Bra fraga.



