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TAMST79: Forelasning 1
Grundlaggande begrepp

Johan Thim*
13 januari 2013

1.1 Begrepp

Ett sSlumpforsok ar ett forsok dér resultatet ej kan forutsdgas deterministiskt. Slumpforso-
ket har olika mojliga utfall. Vi later Utfallsrummet €2 vara méngden av alla méjliga utfall.
En hindelse dr en delméngd av €2, dvs en méngd av utfall. Men, alla mojliga delméngder
av €2 behover inte vara tillatna handelser. For att precisera detta kréver vi att méngden av
alla handelser (detta dr alltsa en méngd av méngder) &r en sa kallad o-algebra. Vi definierar
detta begrepp lite senare.

5% Exempel
1. Myntkast: Q = { Krona, Klave }.

2. Tarning (T-6): Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A= {1, 3, 5} och B = {4} &r exempel
pa héndelser.

3. Tiden till bilen gar sonder: 2 = [0,00[ = {r € R: 2 > 0}. T ex A = [0,10[ &r
héndelsen att bilen gar sénder innan 10 tidsenheter gatt.

1.2 Maingdlara

En méngd M é&r en samling element utan ordning. Antalet element (kardinaliteten) i méng-
den betecknar vi |M|. Om méngden &r dndlig dr detta alltsa bara hur manga element som
finns i mangden. Om méngden innehaller odndligt manga element blir begreppet lite krang-
ligare. En delméngd A C M innehaller endast element fran M (mojligen alla vérden i M,
eller inga). Méngder illustreras ofta med Venn-diagram. Nedan #r hela rektangeln utfalls-
rummet ) och de skuggade omraderna olika delméngder.

A ar en handelse och A* dess komplement. Komplementet A*
ar héndelsen att A inte intraffar. Komplementet A* bestar
av alla utfall (i Q) som inte finns i handelsen A.

A*
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Snittet A N B mellan hindelserna A, B C (). Handelsen att
bade A och B intréaffar.

Om AN B = () (tomma méngden) sa kallas A och B for
oftrenliga (eller disjunkta). Tva oférenliga hindelser kan
ej intraffa samtidigt.

Observera att AN A* = ()

Unionen AU B mellan handelserna A, B C (). Handelsen att
nagon av A och B intriiffar (eller bada).
Observera att AU A* = 2 (hela utfallsrummet).

Skillnaden A\ B = AN B*. Alla utfall i A utom de som &ven
ligger i B. Héndelsen att A intréffar men inte B.
Observera att A* = Q\ A.

Symmetriska skillnaden: AAB = (A\ B)U(B\ A). Héandelsen

att en av A och B intréaffar, men inte bada. Exklusivt eller.

1.3 Sannolikhet

Héndelser skulle som sagt vara element i en o-algebra, vilket &r ett objekt som definieras
enligt foljande.

o-algebra
Definition. F &r en o-algebra pa 2 om F bestar av delméngder av €2 sa att

(i) Qe F.
(i) om A € Fsadr A* € F.

(iii) om Ay, Ag,... € F sa ar unionen A; U Ay U--- € F.

Det enklaste exemplet pa en o-algebra dr F = {Q, (1}, dvs endast hela utfallsrummet och den
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tomma méngden. Av forklarliga skédl kommer vi inte sa langt med detta. Ett annat vanligt
exempel #r att F bestar av alla mojliga delméingder till Q; skrivs ibland F = 2%, och kallas
potensméngden av ). Denna konstruktion ar lamplig nér vi har diskreta utfall. Om  bestar
av ett kontinuum sa visar det sig dock att 2 blir alldeles for stor fér manga tillimpningar.

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsmatt
Definition. Ett sannolikhetsmatt pa en o-algebra F &ver ett utfallsrum €2 tilldelar
ett tal mellan noll och ett, en sannolikhet, for varje hindelse som &r definierad (dvs
tillhor F). Formellt &r P en méngdfunktion; P: F — [0,1]. Sannolikhetsmattet P
maste uppfylla Kolmogorovs axiom:

(i) 0 < P(A) <1 for varje A € F.
(i) P(Q) = 1.

(iii) Om AN B = 0 sa giller att P(AU B) = P(A) + P(B).

Formellt ar det alltid en trippel (€2, F, P) nér vi diskuterar sannolikhet, men vi later ofta F
vara underforstadd.

Masstolkning: Ibland tolkas P(A) som héndelsen A:s sannolikhetsmassa. Ger en intuitiv
bild av sannolikhetsfordelning mellan hiandelser (ofta grafiskt). Rita proportionerliga Venn-
diagram! Foljder av dessa axiom innefattar féljande.

@ Egenskaper for sannolikhetsmattet
(@) P(A") =1 - P(4);
(ii) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);
AU B) < P(A) + P(B) (Booles olikhet);

A\ B) = P(4) — P(AN B).

Bevis? Rita Venn-diagram!

1.3.1 Klassiska definitionen av sannolikhet

Ett forsok dar varje utfall har samma sannolikhet séges ha likformig sannolikhetsférdelning.
Om Q ar andlig, sig |Q)] = m, sa dr P(w) = 1/m for varje utfall w € Q.
For en likformig sannolikhetsfordelning pa €2 sa géller for en hdndelse A C €2 att

_|A] _ "gynsamma utfall”

P(A) = = =
(4) Q] ~  "mojliga utfall”

N

Tva tarningar
Vi kastar tva riattvisa tdrningar. Lat C' vara héndelsen att podngsumman blir sju. Vad
ar sannolikheten for C7

Losning: Det finns 36 st mojliga utfall. Det forsta kastet ger sex mojligheter, och for vart
och ett av dessa utfall far vi sex nya mojligheter vid andra kastet. Av dessa fall ar foljande
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"gynsamma’:

C ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

Vi representerar kasten som tva koordinater, den forsta dr fran tarning ett och den andra
fran tarning tva. Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen far vi

1.3.2 Frekvenstolkning

Vi upprepar ett forsok n ganger och rédknar antalet n4 ganger som héndelsen A intréffar. Den
relativa frekvensen definieras som n4/n. Om n — oo forefaller det rimligt att ns/n — P(A).
Detta kallas frekvenstolkningen av sannolikhet. Som exempel, lat oss singla slant manga
ganger och rikna antalet kronor (A = {Krona}) och plotta den relativa frekvensen:

na/n

Om myntet dr symmetriskt forvantar vi oss att ns/n — 1/2 (eller hur?).

1.4 Oberoende

W Oberoende
Definition. Tva héndelser A och B kallas oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Observera att denna likhet inte giller i allménhet. Ta till exempel héndelsen A = {Krona}
och B = {Klave} vid ett myntkast. Klart att AN B = sa P(AN B) = 0. Men

Sjéalvklart &r A och B inte oberoende. Observera dven att om vi pratar om tre eller fler
héndelser blir definitionen av oberoende krangligare; se boken.
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1.5 Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om vi har en tvastegsprocess av valmojligheter, déar vi i forsta
steget har n; mojligheter och i det andra ns mojliga val, sa finns det totalt sédtt ny - ng
kombinationer.

572 Exempel
En tre-rédtters meny har 2 forrétter, 3 varmratter, och 4 efterdtter. Hur manga olika
maltider kan man bestélla om man vill ha forriatt, varmratt och efterdtt?

Enligt multiplikationsprincipen blir det 2 - 3 - 4 = 24 olika maltider.

Nagot lite krangligare? Vi utnyttjar multiplikationsprincipen for att reda ut féljande scenario.

N

¢ Inbrottstjuven

Inbrottstjuven Ivar forsoker dppna 10 st dorrar, Dy, D, ..., Do, och att Ivar har 80%
sannolikhet att lyckas med varje dorr. Vad &r sannolikheten att exakt sex st dorrar
blir 6ppnade?

Losning: Vi antar att 6ppnandet av olika dorrar dr oberoende av varandra (&r det rimligt?).
En viss f6ljd av resultat, t ex Dy =Y, Dy = N, D3 = Y,...Djg = N (med sex st Y,
oppna dorrar, och fyra st N, misslyckade forsok), har eftersom héndelserna &r oberoende
sannolikheten

P(D,=Y,....Dijy=N)=P(D, =Y)P(Dy=N)---P(D;y = N)
=0.8-02----02
=0.80.0.2* ~4.194 - 107

Hur manga sadana foljder finns det? Vi har tio dorrar och skall vélja ut sex st som Gppnas:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
10 9 8 7 6 5

Dorr 1 kan vi vélja pa 10 olika sitt. Nér vi sedan véljer dorr 2 finns det bara 9 kvar att vélja
pa. Och sa vidare. Ordningen pa dorrarna ér nu fixerad, och vi far (fran multiplikationsprin-
cipen) att det finns

10-9-8-7-6-5= 151200

sadana val.
Nér de sex dorrarna dr valda kan vi variera ordningen mellan dessa 6 pa 6! olika sétt:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
6 ) 4 3 2 1

Vi kan nu ta bort "multipla” dérrval (de kombinationer som bara skiljer sig at med i vilken
ordning sex st specifika dorrar ligger):

10-9-8-7-6-5 100 /10
6! Tele4 0\ 6 )

Vi far alltsa en binomialkoefficient!



Eftersom de olika sekvenserna av dorrval ér oférenliga héndelser (tva olika val ger olika
dorrsekvenser) far vi sannolikheten

( i? )(l8W124¢z(1088.

Det ar alltsa ungefir 8.8% chans att exakt sex stycken dorrar blir ppnade.

1.6 Betingad sannolikhet

Betingad sannolikhet
Definition. Lat P(B) > 0. Den betingade sannolikheten P(A | B) for hidndelsen A,

P(ANB
givet att hdndelsen B intriffar, definieras som P(A|B) = %
Om A och B ér oberoende och P(B) # 0 ser vi att
P(AnB) P(A)P(B)
P(A|B) = = = P(A).
(41 B) = T 5 = S = P)
Rimligt?
Q- Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-
latarna Angel of Death och Raining Blood som &r bést®. Examinator funderade Gver
detta och samlade in foljande siffror pa internet:

Angel of Death  Raining Blood | Summa
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
Summa 246 216 462

eSjalvklart &r Angel of Death den bésta av dessa tva, men det &r inte podngen!

Lat A = Angel of Death och B = Returntothepit.com. Fran tabellen erhaller vi

246 372 199
P(A):@7 P(B)=4—62 och P(BmA):@,

Vi kan direkt berikna P(B | A) genom att titta enbart i forsta kolumnen (det vi menar med

199
sannolikhet betingad pa A = forsta kolumnen): P(B|A) = 316" Anvénder vi definitionen

istédllet blir det
P(BNA) 199/462 199
P(A)  246/462 246

P(B|A) =

Ibland hjélper det att dela upp ett problem i mindre bitar dér vi enklare kan finna sannolik-
heterna. Lagen om total sannolikhet ger oss en enkel mojlighet att pussla ihop dessa bitar
igen efterat.



@ Lagen om total sannolikhet
Sats. Lat A, By, By, ..., B, C 2 vara hindelser sadana att:
(i) ByUB,U---UB, =
(ii) P(By) #0 for alla k =1,2,...,n;
(iii) B;NB; =0 om i # j.

Da géller lagen om total sannolikhet:

3

Beviset? Ganska enkelt:

"\ P(AN By) &

S P(A|BOP(B) - P(AN By) = P(A)

k=1 k=1

dér vi anvint definitionen av betingad sannolikhet samt Kolmogorovs tredje axiom. Héandel-
serna A N By, ér disjunkta for k = 1,2, ..., n eftersom B; N B; =0 om i # j.

>

e Bayes sats

Sats. Med samma villkor som for lagen om total sannolikhet géller

_ P(B)P(A|By)
P(B;|A) = Sov_i P(A| By)P(By)

for varje 1 =1,2,...,n.

Bayes sats ér en foljd av lagen om total sannolikhet samt definitionen av betingad sannolik-
het.



5% Exempel

Tre maskiner tillverkar prylar. Maskin 1 star for 60%, M-2 for 25% och M-3 for 15%.
Av de tillverkade prylarna dr 5, 3 respektive 2% felaktiga fran de olika maskinerna.
Hur stor &r sannolikheten att en pa mafa vald enhet &r trasig? Om en enhet visar sig
vara trasig, hur stor dr sannolikheten att den kommer fran maskin ett?

Losning: Enligt lagen om total sannolikhet far vi

P(trasig pryl) = P(M,) - P(trasig | My) + P(Ms) - P(trasig | M,)
+ P(Mj;) - P(trasig | Ms)
=0.6-0.05+0.25-0.03 + 0.15 - 0.02 = 0.0405.

Den andra fragan kan vi svara pa mha Bayes sats:

P(My) - P(trasig | My)  0.6-0.05
P(trasig) ~0.0405

P(M; | trasig) = ~ 0.741.

5% Sensitivitet och specificitet

Ett forensiskt test for narkotivapaverkan har sensitivitet 0.9999 (positivt utslag vid
paverkan) och specificitet 0.995 (negativt uslag om inte paverkad). Antag att den
forensiska analytikern far tillbaka beskedet "positivt utslag” vid en undersokning. Vad
ar sannolikheten att personen i fraga faktiskt var paverkad?

Betrakta tva grupper. Om personen kommer fran grupp ett bedéms sannolikheten
att personen dr paverkad till 20%, och i grupp tva bedéms motsvarande sannolikhet

till 0.1%.

Lat A vara héndelsen att testet ar positivt och B sannolikheten att personen &r paverkad.
Vi later P(B) = p. Bayes sats medfor att

P(B | 4) - P(B)P(A| B) B p - 0.9999
~ P(B)P(A| B)+P(B*)P(A| B*)  p-0.9999 + (1 —p)(1 — P(A* | B*))
B p-0.9999 B 1
p-0.9999 + (1 —p)0.05 | (% _ 1) 005

Hér har vi utnyttjat att P(AN B*) = P(A) — P(AN B).
Om p=0.2sa & P(B | A) ~ 0.83 och om p = 0.001 sa &r P(B | A) = 0.020.

Observera att det alltsa inte ar 99.999% chans att positivt utslag innebér paverkan. Vad
skulle kravas for att detta skulle gélla?



TAMST9: Foreldsning 2
Stokastiska variabler

Johan Thim*
13 januari 2013

2.1 Endimensionella stokastiska variabler

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det &r en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méangder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla
oppna intervall betecknar vi med Z. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran
pa R.

Algebran Z innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,c) U (d,0) C R,
komplement av sadana méangder, samt alla upprékneliga unioner av méngder av féregaende
typ. Detta ar ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en
korrekt definition behévs begreppet.

Stokastisk variabel
Definition. En stokastisk variabel &r en reellvird funktion definierad pa ett ut-
fallsrum 2. Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X : Q — R.
Mer precist sa kréiver vi att X 1(B) € F for alla B € 4. Méangden X ~(B) definieras
som X }(B) = {w € Q: X(w) € B} och kallas for urbilden av B. Mingden bestar
alltsa av alla w € Q som avbildas in i B.
Bilden av en delméngd A av  betecknas med X (A), och

X(A) ={r e R: X(w) =z for nagot w € A}.

Méangden X (A) ar alltsa virdeméngden for X pa méangden A.
Om X () ar #éndlig, eller bara har upprikneligt manga vérden, sa kallar vi X for en
diskret stokastisk variabel. Annars kallas vi X for kontinuerlig.

Uttrycket X (w) #r alltsa det siffervirde vi sétter pa ett visst utfall w € Q. Varfor kravet
att urbilden X ~1(B) skall tillhora de tillitna hindelserna? Det faller sig ganska naturligt,
da X ~!(B) ir precis de utfall i © som avbildas in i méngden B. Saledes vill vi gérna att denna
samling utfall verkligen utgoér en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon sannolikhet
for denna samling utfall.

*jothi@mai.liu.se



Termen variabel &r egentligen lite olycklig da vara stokastiska variabler &r funktioner, men
det dr en gammal tradition som lever kvar. Ett par exempel kan vara pa sin plats.

N

57 Exempel
(i) Kasta en tdrning. Utfallsrummet Q = {CJ, (3,63, &, 63}, Lat X vara antalet
ogon vid ett tdrningskast. X antar varderna 1,2, 3,4,5,6, sa X ar diskret.

(ii) Handla tacosas pa mafa. Q@ = {Het, Medel, Mild}. Lat X = 1 om sasen &r
mild, X =5 om sasen dr medel och X = 10 om sasen &r het. X ar diskret.

(iii) Lat X vara livslangden for ett kylskap. Da kan X (teoretiskt) anta alla vérden
i intervallet [0, co[, sa X &r kontinuerlig.

(iv) Lat € besta av alla mojlig farger pa gréset. Lat X = \ vara motsvarande vaglangd
for fargen (kontinuerlig variabel). Lat Y = 1 om férgen ar gron och Y = 0 annars
(diskret variabel).

Definitionen ovan ér av ganska teknisk karaktér, sa vad maste man ta med sig for att kunna
tillgodogora sig resten av denna kurs?

/‘ Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel ar en sndll funktion fran € till R.

e Utfallsrummet 2 kan vara abstrakt, e.g., Q = {Krona, Klave}.
e Det dr méangden X (£2) som bestar av siffror.

e Ibland finns en naturlig koppling mellan €2 och X (€2), sig om vi kastar en térning
och riaknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse &r en sndll delméngd av €.

e Om A é&r en héndelse sa ér X(A) virdemdngden for funktionen X med A som
definitionsméngd. Speciellt sa &r X (Q2) alla mojliga varden vi kan fa fran varia-
beln X.

e Urbilden X (B) av en delmidngd B C R bestar av alla utfall w € Q sa att
siffran X (w) ligger i méngden B.

2.2 Diskreta stokastiska variabler

Om X(Q) &r dndlig eller upprikneligt odndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktérisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.

Sannolikhetsfunktion

Definition. Sannolikhetsfunktionen px: X () — [0, 1] for en diskret stokastisk vari-
abel definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X().

Den vanligaste situationen vi stoter pa ar att utfallsrummet &r numrerat med heltal pa nagot
satt sa att px ar en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (nér det finns en naturlig
koppling mellan €2 och X (2)). Ibland &r vi slarviga och ténker oss att px (k) = 0 {or siffror &
som ej ar mojliga (px(—1) = 0 om X &r antal 6gon vi ett tarningskast till exempel).
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Vissa egenskaper giller for alla alla sannolikhetsfunktioner:

@ Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) > 0 for alla k € X(Q).

(i) > px(k)=1

kEX(Q)

(i) Om A C X(Q) sa tir P(X € A) =) _px(k).
keA

En sannolikhetsfunktion &r alltsa aldrig negativ, om vi summerar 6ver alla mojliga varden
(alla k € X(€2)) sa maste summan bli ett, och om vi ar ute efter sannolikheten att fa vissa
viarden pa X sa summerar vi sannolikheten for vart och ett av dessa varden!

Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen Fy(x) for en stokastisk variabel X definieras
av Fx(x) = P(X < x) for alla z € R.

Det foljer fran definitionen att foljande pastaenden géller.

-

gl Egenskaper hos foérdelningsfunktionen

. 0, = — —o0,
(i) FX(Q;)%{ I, r— +oo.

(ii) Fx(x) &r icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(z)= Y px(k).

{keX(Q):k<z}
(iv) P(X > z) =1— Fx(z).
(v) Fx(k) — Fx(k — 1) = px (k) for k € X(5).

Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande foérdelningsfunktion kan se ut:

px(k) Fx(z)
1 11 -—
0.9 091 —o
0.8 0.8 4
0.7 0.7+
0.6 0.6 1 —0
0.5 051 —o
0.4 0.4 4
0.3 0.31 e—o
0.2 021
0.1 | | ‘ 0.1 o
\ \ ] \ . I k } } } } } } } T
1 2 3 45 6 12345 6 7



2.3 Vanliga diskreta fordelningar

Det racker med sannolikhetsfunktionen for att karakterisera en diskret variabel, sa vi sam-
manfattar nagra av de vanligaste fallen. Vi antar genomgaende att 0 < p < 1. En av de
enklaste fordelningarna vi stoter pa dr Bernoulliférdelningen, eller 2-punkts fordelningen.

Tvapunktsfordelning (Bernoulliférdelning)
Den stokastiska variabeln X kan anta tva virden: a och b. Vi kallar X for tvapunkts-
fordelad, X ~ Be(p), om px(a) = p och px(b) =1—p.

5% Exempel
Slantsingling med osymetriskt mynt. Lat X = —1 vid krona och X =1 vi klave. Till
exempel kan vi ha px(—1) = P(X = —1) = 0.4 och px(1) = P(X =1) = 0.6.

}/ad hander om vi betraktar summan av oberoende Bernoullivariabler?

57 Exempel
En héndelse har 30% sannolikhet. Vi upprepar forsoket 10 ganger, oberoende av
varandra. Vad blir sannolikheten att:

1. Héndelsen intriffar exakt k ganger;
2. Héndelsen intréffar hogst 1 gang;

3. Handelsen intréaffar minst 2 ganger.

Losning: Lat X vara antalet ganger héndelsen intraffar. Da d&r X = 0,1,...,10 mojliga
vérden.

1. Enligt exemplet fran foregaende foreldsning (inbrottstjuven) maste

P(X =k)= < 1]{? ) 0.3%.0.710*, k=0,1,...,10.

Observera att P(X = k) = px(k), sa uttrycket ovan &r sannolikhetsfunktionen for X.

1
2. P(X <1)=) px(k) = ( 100 ) 0.3°.0.7'° + ( 110 ) 0.3'-0.77 ~ 0.149.
k=0

3. P(X>2)=1-P(X<2) =1-P(X <1)~0.851.

Vi séger att X ar binomialfordelad med parametrarna n = 10 och p = 0.3.

Binomialférdelning
Vi kallar X binomialférdelad med parametrarna n och p om X har sannolikhetsfunk-
tionen

n e
px (k) = ( I )pk(l—p) F k=0,1,...,n,

och vi skriver X ~ Bin(n,p).

Antag att vi har en storre méngd med N element dar N = v + s bestar av tva olika sorters
element. Lat p = v/N vara andelen v-mérkta element. Om vi pa mafa plockar ut n stycken
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element fran N, hur manga ar v-mérkta? Svaret kommer i form av den Hypergeometriska
fordelningen.

Hypergeometrisk fordelning
Vi skriver X ~ Hyp(N,n,p) om

Np N(1-p)
k n—=k
k=0,1,2,..., Np.

px(k) = ( ]X ) :

Vi kallar X for Hypergeometriskt fordelad.

572 Exempel

Ur en grupp bestaende av 100 studenter véljer vi 20 pa mafa. Den stora gruppen bestar
till 60% av kvinnor. Vad ar sannolikheten att vi har precis elva kvinnor i den mindre
gruppen?

Losning: Lat X vara antalet kvinnor i den mindre méangden. Det foljer att X ~ Hyp(100, 20, 0.6),
sa sannolikheten vi soker kan beréknas enligt

P(X =11) = px(11) = ( ?(é 20g ;90 ) ~ 0.175.
20

r W Likformig (rektangel) fordelning

1
Om X antar #ndligt manga vérden, siag X = 1,2,...,m, och px(k) = — for varje k =
m

1,2,...,m, sa kallar vi X for likformigt fordelad.

27 Exempel
Lat © ={0,1,2,...,9} och lat X vara likformigt fordelad pa Q. Vidare, lat Y (z) =0
om zx &r jamnt delbart med 3, annars &r Y = 1. Bestdm px och py.

Lésning: Vi har px(k) = 1/10 om k& = 0,1,2,...,9 och px(k) = 0 annars. Mangden A =
{0,3,6,9} ar de tal som dr delbara med 3 och B = {1,2,4,5,7,8} de som inte &r delbara med
tre. Klassiska definitionen pa sannolikhet ger P(A) = 4/10 och P(B) = 6/10. Variabeln Y
blir Bernoulliférdelad med p = 2/5 (med a = 0 och b = 1).

W For-forsta-gangen-fordelning
Vi skriver X ~ Ffg(p) om px(k) = (1 —p)*'p, k=1,2,.... Vi kallar X for Fér-
forsta-gangen-fordelad.

Ett slumpforsok har tva olika utfall, sig A och B, med sannolikheterna p respektive 1 — p.
Vi upprepar forsoker oberoende tills dess att hiandelsen A intréaffar for forsta gangen. Antalet
forsok X till och med att A intréaffar for forsta gangen ar Ffg(p)-fordelad. Om X = k innebér
det att A intriffade for forsta gangen vid den k:te upprepningen, och att i de k — 1 forsta
forsoken intriffade B. Alltsa maste P(X = k) = P(B)*'P(A) = (1 — p)* !p eftersom
forsoken dr oberoende.



5% Exempel

Lat oss kasta en 6-sidig térning tills dess att vi for forsta gangen far en 1:a eller 3:a.
Lat X vara antalet kast. Héndelsen att fa en 1:a eller 3:a vid ett kast d&rp = 2/6 = 1/3
(gynsamma/mojliga). Da blir alltsa X ~ Ffg(1/3)-férdelad. Vad &r sannolikheten att
det tar fyra eller fler kast innan vi far en 1:a eller 3:a for forsta gangen?

Losning: Som bekant dr X ~ Ffg(1/3), sa

x I 2\ &2\ 28 1 8
P(X >4)= P X=k)=- = = — - == = —.
o= rx=n=33(3) -52(5) -5 =
k=4 k=0
En néra beslédktad fordelning &r den geometriska.

gf Geometrisk fordelning

Vi skriver X ~ Geo(p) om px(k) = (1 — p)*p, k = 0,1,2,.... Vi kallar X for
Geometriskt fordelad.

En annan diskret fordelning vi kommer att stota pa framover dr Poissonférdelningen.

S Poissonfordelning
k
Vi skriver X ~ Po(u) om px (k) = %B_M, k=0,1,2,... och x> 0. Vi kallar X for

Poisson-fordelad.

For vissa fordelningar och parameterviarden har vi tabeller av sannolikheter att tillga, spe-
ciellt for Poisson- och Binomialférdelning. Studera formelsamlingen!



TAMST79: Forelédsning 3
Kontinuerliga stokastiska variabler

Johan Thim*
13 januari 2013

3.1 Kontinuerliga stokastiska variabler

Tahetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fx sa att

P(a<X<b):/be(x)dx

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns tathetsfunktion.

Exempel:
(Y Y

il

} } Xz
a b a
Skuggad area: P(a < X < b). Skuggad area: P(X > a) = [ fx(z) dx.
@ Egenskaper hos tidthetsfunktionen

(i) fx(z) >0 for alla x € R.

(ii) /_Z fx(@)dr = 1.

(iii) fx(x) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.

Definitionen kanske ser oskyldig ut, men hér finns det bade hundar och ugglor begravda
i mossen. Problemet ligger i integralbegreppet och hur generella hédndelser vi vill tillata. I
grundanalysen introducerar man Riemann-integralen, men tyvérr rdcker den inte riktigt till
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for allt. Betrakta foljande funktion: f(z) =0 om z < 0, x > 1, eller om = &r rationell (dvs
ett brak p/q av heltal p och ¢q). I 6vriga punkter ar f(z) = 1 (dvs pa alla irrationella punkter
i intervallet [0, 1]).

Man kan ténka sig den stokastiska variabeln X som indikerar om ett slumptal mellan noll
och ett ar irrationellt eller inte. Tathetsfunktionen skulle da ges av f(x) ovan, men &r detta
verkligen en tédthetsfunktion? Den &r icke-negativ, sa den biten &r OK. Men har den "area”
ett??

Av nédvandighet kommer alla undertrappor till f(z) pa [0, 1] att vara identiskt lika med noll,
och pa samma sétt ar alla Overtrappor identiskt lika med ett. Vi kan alltsa aldrig approximera
funktionen med &ver- och undertrappor. Saledes ér f(z) inte Riemann-integrerbar. Sa hur
loser man detta? Med ett nytt integralbegrepp (Lebesgueintegralen), dar det visar sig att
integralen av f mycket riktigt blir ett. Detta ligger utanfor ramarna for denna kurs. Termen
integrerbar i definitionen syftar pa denna "nya” typ av integral.

For sndlla funktioner (funktioner som till exempel bara har upprikneligt manga diskonti-
nuiteter) sa sammanfaller de bada integralbegreppen. Vi kommer alltsa inte att fundera sa
mycket mer pa detta.

A\ Strikt olikhet eller inte?
Om X &ar en kontinuerlig variabel, sa &r P(X < z) = P(X < z). Detta foljer fran
att integralen inte gor nagon skillnad pa om dndpunkten dr med eller ej. Vi kan till
och med definiera om funktionen i upprikneligt manga punkter (dven mer, men det
kréver lite matt-teori for att definiera) utan att &ndra sannolikheten. Detta géller dock
absolut inte i det diskreta fallet.

Vi definierar férdelningsfunktionen Fx(z) pa samma sétt som i det diskreta fallet, och
finner att

Fx(z) = P(X <z) = /_ fx()dt, zeR.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dér fx(z)
ar kontinuerlig giller dessutom att F(x) = fx ().
Exempel pa hur en tathetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

fx(x) Fx(x)

0.9 1
0.8 1
0.7 T
0.6 T
0.5 1

0.4 1

]
xr + + + } + + + + X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Tathet: Hur "sannolikhetsmassan” dr forde-  Fordelningsfunktionen &r vixande och
lad. Skuggad area dr P(X < 2) = Fx(2). gransvarderna mot +oo verkar stimmal



5% Exempel

Lat fi(z) = 2% 4+ bz och fy(z) = c(x® + z) bada for z € [0,2]. Om det gar, bestdm
konstanterna b och ¢ sa dessa blir tdathetsfunktioner och beréikna sannolikheten att
respektive variabel ar < 1.

Losning: Vi borjar med f:
2 8
1_/ (x2+bx)dx:§+21) = b=-5/6.
0

Men om b éir negativ kommer f;(x) att vara negativ foér z néra noll (2 termen gar mot noll
snabbare &n z). Detta kan alltsa inte vara en tathetsfunktion. Vi testar fo:

2
1:c/ (2 +2)de=6c = c=1/6.
0

Det &r dven klart att fo(z) > 0 for alla z € [0,2]. Med ¢ = 1/6 &r alltsa f, en téthetsfunktion.
Den eftersokta sannolikheten kan berdknas enligt

! 1
P(Xgl)—/ — (2 +x)de = <.
o 6 8

3.2 Vanliga kontinuerliga féordelningar

Analogt med diskreta variabler definieras de kontinuerliga ofta fran sina respektiva téthets-
funktioner. Vi definierar nagra av de vanligaste. Det finns manga andra fordelningar som
ofta anvinds, men dessa &r de vi kommer att anvinda mest. Se boken foér fler exempel
(Gammafordelning, Weibullférdelning, x2-férdelning, t-fordelning mfl.)

p

Normalfoérdelning
Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u,0?), om

fx(o) = — exp(—M), LeR.

oV 2T 202

Vi kommer att studera normalférdelningen i mer detalj senare. Det &r antagligen den vikti-
gaste fordelningen ni kommer att stota pa. Fler vanliga fordelningar foljer.

Likformig férdelning
Variabeln X kallas likformigt fordelad (eller rektangel-), X ~ U(a,b) eller X ~
Re(a, b), om

1
_ b—a’ a S x S bv
fx(z) = { 0, ovriga x

Q- Exempel

Ubbe hiéller upp Whisky i sitt glas. Vatskenivan &r likformigt fordelad mellan tva och
fem fingrar. Vad &r sannolikheten att Ubbe hiéller upp mindre &n 3.2 fingrar?

Losning: Lat X ~ Re(2,5) vara vitskenivan. Vi soker P(X < 3.2):

1 1
52 =3

P(X <32) = /3'2 (3.2—2) = 0.4.

3



Exponentialférdelning
Variabeln X kallas exponentialférdelad med parametern A > 0, X ~ Exp(\), om

Aexp(—Az), x>0,
fX(“’)_{o P z < 0.

Parametern A tolkas ibland som intensiteten.

N

Exempel
Lat X vara véntetiden i en telefonkod i minuter. Det visar sig att X har en téthets-
funktion fx(z) = ce %% for > 0 déir ¢ dr en konstant.

(i) Bestdm c sa att fx blir en téthetsfunktion.
(ii) Vad &r sannolikheten att fa vénta i mer &n 50 minuter vid ett samtal?

(iii) Om man ringer 10 olika (oberoende) samtal, vad ar sannolikheten att hogst ett
av dessa har en véntetid pa éver 50 miunter?

Losning:

(i) 1= /OO fx(z)dx = C/o e 005 gy = ﬁ [6_0‘05’”];0 = %, sa ¢ =1/20.

(ii) P(X > 50) = /5 :° fo(@) do = L {e—o‘osm

= — = e 52 2 0.082.
20 —0.05} ‘ 0.08

(iii) Varje samtal har sannolikheten e~>/2 att ha mer #n 50 minuters viintetid. Antalet Y

av tio stycken samtal som har mer &n 50 minuters vantetid blir alltsa Binomialférdelad
med n = 10 och p = e~%2. Vi erhaller

PY <1)= i ( 1k0 ) (e75/2)k(1 — e=/2)10-F

k=0
= (1 —e )10 1107521 — 107%/?)° =~ 0.804.

N

¢ Exempel
En komponent (som inte aldras) antas ha en livslingd 7" som &r Exp(1/100)-fordelad
(enhet: dagar).

(i) Vad &r sannolikheten att komponenten gar sénder innan 80 dagar?

(ii) Givet att komponenten 6verlevt 80 dagar, vad ar sannolikheten att den klarar 100

dagar?
Losning:
o7 80 ; 1 80 ey 1 [ e—=/100 780 o5
i < 80) = = — o = — |———| =1-—¢%°,
(i) P(T" < 80) Ix(wyde =356 | ¢ * 7 100 {—1/100]0 ‘

Sannolikheten bli_r alltsa ca 55.1%.



(ii) Héar anvénder vi definitionen av betingad sannolikhet och erhaller

P{T > 100} N {T >80})  P(T > 100)
P(T 2100 T 2 80) = P(T > 80) ~ P(T > 80)

1 [ —2/100 ~100/100
100 f1ooe dr e

— — — o5
= U = — = e /7 ~0.8187.
ﬁfso e—7/100 e—80/100

Observera att denna sannolikhet &r samma som
o

1
P(T >20) = — S0y = 71/,
(T2 20) = 155 /20 ‘ ree
Detta géller generellt for exponentialférdelningen. Sannolikheten att komponenten kla-
rar 20 dagar dr oberoende av hur ldnge den levt tidigare. Kanske inte alltid rimligt for

komponenter?

3.3 Funktioner av stokastiska variabler

Vad hénder om vi har en funktion av en stokastisk variabel, sig att Y = ¢(X), dér vi kdnner
till fordelningen for X och hur funktionen g ser ut? Vi belyser med ett par exempel.

N

57 Exempel
Lat X ~ Exp(1) och definiera Z = 5X + 2. Vad blir fz(2)?

Losning: Fordelningsfunktionen for Z kan berdknas genom

FZ(z):P(Zgz):P(5X+2§z):P<X§2;2) — Fy (2_2>.

Vidare far vi da
z—2\1 z—2\1
fZ(Z):Fé(Z):F)/(< 5 )5:fX( 5 )52{

¢ Exempel
Om X ~ Exp(\), vad far Y = ¥ for tdthetsfunktion?

Losning: Vad blir fy? Vi ser att Y > 0 fran definitionen sa fy(y) = 0 for y < 0. Vi stéller
upp Fy (y) for y > 0:

Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y) = P(X <logy) = Fx(logy), y>0.
Vi deriverar fram fy(y) = F(y) = i - fx(logy). Vi vet att fx(z) = Xe ™ for x > 0
och fx(x) =0 for x < 0. Eftersom logy < 0da 0 <y < 1 far vi tva fall:

A —Alogy —1-XA

e , oy > 1, A , > 1,

fY(y) { 8 <1 { Oy ‘ <1
) y =L ) y>41

5% Exempel
Om X ~ Re(—1,2), vad far Y = X? for tdthetsfunktion?

Lésning: Om y < 0 sa maste Fy(y) = P(Y < y) = 0 (Y = X? kommer aldrig att vara
negativ). Lat oss anta att y > 0. Vi berdknar

Fy(y)=P(Y <y)=P(X?<y) = P(—/y < X < V)
=P(X < y) - P(X < —y) = Fx(\/y) — Fx(—/9).

5



Vi antar att fy ar kontinuerlig och deriverar fram ett uttryck:

fy(y) _ F{/(y) _ { STQ(fX(\/g) + fX(_\/g))7 ZZ ; 8’

Vidare vet vi att fx(z) =1/3 om —1 <2z <2 och fx(x) =0 annars, sa

0, y <0,

1

BN O§y<17
iy =3

Wya 1§y<47

0, y >4



TAMST79: Forelasning 4

Flerdimensionella stokastiska variabler

Johan Thim*

20 januari 2013

Vi fokuserar pa tva-dimensionella variabler. Det &r steget fran en dimension till tva som ar
det svaraste. Generaliseringar till hogre dimensioner foljer utan problem i de flesta fall. I R?
dr Borelfamiljen % den minsta o-algebra som innehaller alla 6ppna rektanglar (a, b) x (¢, d).

Stokastisk variabel
Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel &r en reell-vektorviard funk-
tion (X,Y") definierad pa ett utfallsrum Q. (X,Y") avbildar alltsa olika utfall pa reella
vektorer; (X,Y): Q — R2 Vi kriver att (X,Y)™'(B) € F for alla B € %. Algebran F
dr mingden av alla tillatna héndelser. Om (X,Y") bara antar dndligt eller upprikne-

ligt manga vérden sa kallar vi (X,Y") for en diskret stokastisk variabel. Om varken X
eller Y &r diskret kallar vi (X,Y") for kontinuerlig.

Definitionen ar analog med envariabelfallet. Observera dock féljande: en situation som kan
uppsta ar att vi far "halvdiskreta” variabler med ena variabeln diskret och den andra konti-
nuerlig! Intréffar inte ofta i denna kurs, men det kan vara vért att beakta.

N

¢ Exempel
(i) Lat (X,Y) vara vikten X och ldngden Y hos en person. Variabeln &r kontinuerlig
och © = (X(0), Y(%)) = [0, 00)? = [0, 50) X [0, 50).

(ii) Lat (X,Y) vara resultaten av ett térningskast (X) respektive ett myntkast ('),
dar vi representerar krona med 1 och klave med —1. Variabeln &r diskret och:
Q={0 T EEE} x {Krona, Klave },
(X(Q),Y(Q)={1,2,3,4,5,6} x {—1,1}.

I det 2-dimensionella fallet dr vi nu intresserade av delméngder i planet. For att kunna prata
om en fordelningsfunktion introducerar vi méangden

C(z,y) = {(u,v) € R* :u <z och v <y}

Vi ser att P((X,Y) € C(x,y)) = P(X <z,Y <y) och gor foljande definition.

*jothi@mai.liu.se



Fordelningsfunktion

Definition. Funktionen Fyy(z,y) = P(X < z,Y < y) kallas fordelningsfunktionen
for den stokastiska variabeln (X,Y).

Om (X,Y) ar diskret later vi
pX,Y(jJ k) = P(X - ],Y - k)

Detta ér sannolikhetsfunktionen for (X,Y'). Fordelningsfunktionen ges da av

FXny ZZPXY Ji k

1<z k<y

Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fxy sa att

Fxy(z,y) = //fxyuv)dudv

sa kallar vi fx y for variabelns simultana tithetsfunktion. Detta dr typfallet for att (X,Y)
ar en kontinuerlig tvadimensionell stokastisk variabel.

Sannolikheten Fxy(x,y) och sannolikheten fér en mer generell delméingd A C R? kan gra-
fiskt illustreras genom figuren nedan. Observera att sannolikheten inte dr den skuggade arean,
utan volymen som uppstar néir vi har en funktionsyta definierad ovanfor det skuggade omra-
det. Arean symboliserar alltsa ett integrations- eller summationsomrade. Vi "summerar” (via
en integral eller summa) sedan sannolikhetsvarden for de intressanta virderna for variabeln.

- (z,y) /\

P((X,Y) € A) &ar sannolikheten att fa ett

Den halvoidndliga rektangeln C(x,y). resultat (z,y) som ligger i méngden A.

2



>

g Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(1) pxy(j,k) > 0 for alla (7, k).

(i) ZZPX,Y(ja k) =1

(i) Om ACR?sdar P(X € A)=> Y pxy(j k).
(J,k)eA

Egenskaper hos den simultana tidthetsfunktionen
(i) fxy(z,y) >0 for alla (z,y) € R

(ii) /_Z /:: fxy(z,y)dedy = 1.

(iii) Om A € # (sa A C R? ir sndll) sa ir P((X,Y) € A) = // Ixv(z,y) dxedy.
A

(iv) Talet fxy(x,y) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per areaenhet i
punkten (z,y).

Exempel pa hur en tvadimensionell tathetsfunktion kan se ut. Det &r nu volymen, inte arean,
som ska vara ett.




5% Exempel

Det enklaste exemplet pa en 2D-tathetsfunktion &r den likformiga fordelningen. Lat A
vara rektangeln med horn i (0,0) och (2,3) och lat (X,Y) vara likformigt fordelad
pa A. Da ges fxy av fxy(z,y) = 1/6 om (z,y) € A och fxy(z,y) = 0 for Svrigt.
Sannolikheten att X > Y kan vi enkelt berikna genom att titta pa hur stor del av A

dér detta villkor ar uppfyllt, vilket &r triangeln med horn i (0,0), (2,0) och (2,2). Vi

triangel 2 1
erhaller alltsa P(X > Y) = —— i:“gge =Z==
area rextange

Definition. De marginella téithetsfunktionerna fx och fy for X och Y i en kontinu-
erlig stokastisk variabel (X,Y") ges av

fx(x) :/ fxy(z,y)dy och fy(y) = /°° fxy(z,y)dz.

Motsvarande géller om (X,Y") &r diskret:

px() =D pxy (k)  och  pr(k) = pxy(i k).

Man kan &dven definiera marginella fordelningsfunktioner genom

Fx(x) = yg& Fxy(z,y) och Fy(y) = xgglo Fxy(z,y).

<>

%@ Oberoende variabler

Sats. Om (X,Y) &r en stokastisk variabel med simultan téthetsfunktion fyy géller
att X och Y ar oberoende om och endast om fxy(z,y) = fx(z)fy(y). For en diskret
variabel &r motsvarande villkor pxy (7, k) = px(7)py (k).

Det &r dven sant att (i bada fallen) X och Y &r oberoende om och endast om

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy ().

5% Exempel
Lat (X,Y) ha sannolikhetsfunktionen pxy(j, k) = c(jk + k%) for j = 0,1,2,3
och k£ =0,1. Annars &r pxy = 0.

(i) Vad ér ¢?

(ii) Bestdam px(j) och py (k). Ar X och Y oberoende?

(iii) Berdkna P(X <2,Y > 0.5).




Losning:

(i)

(i)

Vi maste vélja ¢ > 0 for att pxy ska kunna vara en sannolikhetsfunktion. For att
finna ¢ summerar vi 6ver alla j och k:

SN ek +E) =D c(i+1)=c(l+2+3+4) = 10c,

=0 k=0 =0
sa ¢ = 1/10 dr nodvéndigt och tillrdckligt.

De marginella sannolikhetsfunktionerna fas ur definitionen enligt

c(jk+E) =c(j+1), j=0,1,23.

M-

px(j)

k=0

w |

c(jk + k%) = c(k* + k + k* + 2k + k* + 3k + k) = 2¢(3k + 2k*), k=0,1.
j=0

py (k)

Vi testar aven att

3
D px(f)=cl+2+3+4) =1,
j=0

1
> py(k) =2c(3+2) =1,
k=0

sa px och py ar sannolikhetsfunktioner. Vi testar oberoendet:

px (j)py (k) = 262 (j + 1)(3k + 2k7).

Har kan man kanske direkt tro att X och Y &r beroende, men det skulle vara en
gissning. Vi undersoker explicit:

pxy |j=0 j=1 j=2 j= pxpy | j=0 j=1 j=2 j=3
k=0] 0 0 0 0 k=0] 0 0 0 0
k=1]1/10 2/10 3/10 4/10 k=1 125 225 325 425

Vi ser hér att alla siffror matchar varandra och att darmed px .y (j, k) = px (j)px (k) for
alla 7 och k. Detta trots att uttrycken sag véldigt olika ut fran borjan. Var forsiktiga
med att dra slutsatser utan att undersoka ordentligt!

Vi kan numrera de tillatna vérderna (ddr X = j < 2 och Y = k > 0.5) pa (4, k):
(0,1), (1,1), (2,1). Sannolikheten blir da

P(X <2Y >05) = pxy(0,1) + pxy(1,1) + pxy(2,1) = ¢(1 + 2 + 3) = 6/10.



5% Exempel
Lat (X,Y) ha den simultana téthetsfunktionen

c(z?y+zy?), 0<x<1l, 0<y<l,

fX,Y(f,y) = {

0, annars.
Los foljande problem.
(i) Bestdm c;

(ii) Vad &r sannolikheten for héndelsen att X > 1/2 och att Y < 1/27 Det vill séga,
berikna sannolikheten P(X > 1/2, Y < 1/2);

(iii) Berdkna P(X > 1/2);
(iv) Berdkna P(Y <1/2 | X >1/2);
(v) Berikna fx(x) och fy(y). Ar X och Y oberoende?

(vi) Berdkna Fxy(z,y).

2
(vii) Vad blir 888 Fxy(z,y)?

=Yy

Losning:

(i) Vi rdknar ut foljande

1 1 1 y yQ c
1=/ fxy(x,y)dxdyzf / C(x2y+xy2)dwdy=0/ S+ ) dy=<
R2 ’ 0 0 0 3 2 3

sa ¢ = 3 ar nodvandigt for att fa en tathetsfunktion.
(ii) Vi har

1 1/2 5
P(X >1/20chY < 1/2):/ / 3(z%y + 2y?) dydr = —.
120 32

(iii) Vi har endast ett krav pa x, sa vi integrerar 6ver alla y:

1 1 13
P(X >1/2) = / / 3(z%y + 2y?) dydx = 16
120

(iv) Enligt definitionen av betingad sannolikhet,

P(X>1/2, Y <1/2) 5/32 5
P <1/2| X>1/2) = =5 o = 13716~ 2%

(v) De marginella téitheterna berdknas direkt fran definitionen:

1
3
fX(a:):/ 3(xy2+x2y)dy:m+§x2, 0<z<1,
0
' 3
Frin) = [ sy +aty)de =y + S 0=yt
0

6



Vi ser tydligt att fx(z)fy(y) # fxy(x,y) for manga val av punkter (z,y); ta till
exempel (z,y) = (1,1). Variablerna &r beroende.

(vi) Lat (x,y) € [0,1] x [0,1]. Da blir
Fxy(xz,y) = // uv+uvdvdu-$y+$y

Om z < 0 eller y < 0, maste Fxy(z,y) = 0, och om > 1 och y > 1, sd mas-
te Fxy(x,y) = 1. Ovriga fall ticks av

2., .3
Fxy(z,y) =2 ;y , 0<y<lochz>1,
3., .2
Fxy(xz,y) = ;I, 0<xz<1lochy>1l.
(vii) Om 0 <z <1loch0<y<lI,
0? 0 ([ 223y + 3x%y? 622y + 621>
F = — = == .
D20y oy (2, 9) 895( 5 > 5 fxy(z,y)

2
F =0.
x@y X,Y(x7 y)

Ovriga kombinationer av = och y kommer att ge

572 Exempel
Lat X ~ Exp(1) och Y ~ Exp(2) vara oberoende. Berdkna tathetsfunktionen for Z =
X+Y.

Klart att fxy(z,y) = fx(z)fy(y) =2-1-e "% for x > 0 och y > 0 (annars fxy = 0). Vi
soker fz(z). Det ar klart att om z < 0 sa dr fxy(z,y) = 0. Antag att z > 0. Vi stéller upp
fordelningsfunktionen Fz(z) for Z, och for det behover vi ha klart for oss vilket omrade vi
integrerar Gver:

z

N




Fordelningsfunktionen blir nu, for z > 0,

Fp(:) = P(X +Y < 2) = // P (@) dyda

= 2/ / 2 dydr = / e™(1 — e 270 dy
0

- / e dr =14 e -2,
0

och vi kan derivera fram fz(z) = Fj(z) = 2e7* — 2e~?*. Kontrollera att fz(z) > 0 samt
att / fz(2)dz = 1.
0
r .
e Faltningssatsen

Sats. Om X och Y é&r oberoende kontinuerliga stokastiska variabler sa ges téathets-
funktionen f for Z = X +Y av

z) = /_OO fx(@)fy(z —x)dz, z€R.

Motsvarande géller for diskreta variabler:

k) = pr(j)pY(k‘ —J).

N

- Min och max
Vad blir férdelningsfunktionerna fér maximum respektive minimum av tva oberoende
stokastiska variabler?

Lat Y = max(X, X5). Da blir
Fy(y) = P(max(X1, Xp) <y) = P(X1 <y och Xy <y)=P(X; <y)P(X2 <y)
= Fx,(y) P (9)-
For Y = min(Xy, X5) sa erhaller vi
Fy(y) = P(min(Xy, X3) < y) =1— P(min(Xy, X5) > y) =1 — P(X; >y och X3 >y)
=1-PX;>y)P(Xy>y)=1—-(1-P(X; <y))(1 - P(X2 <y))
=1-(1-Fx,(y)(1 = Fx,(y))-

En vanlig situation dér dessa uttryck dyker upp éar i parallell- och seriekoppling av kompo-
nenter. Schematiskt kan man beskriva dessa situationer med blockscheman.

Seriekoppling. Bada kanalerna maste funge-  Parallellkoppling. Récker att en kanal funge-
ra. Ger minimum av livslingderna. rar. Ger maximum av livslingderna.



TAMST9: Forelasning 5
Vantevarde och varians

Johan Thim*
22 januari 2013

Viéantevirde
Definition. Vintevirdet £(X) av en stokastisk variabel X definieras som

E(X) = /_OO zfx(z)dx respektive E(X) = kax(k;)

[e.9]

for kontinuerliga och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: u eller puy. Vantevirdet &ér ett ligesmatt som anger vart san-
nolikhetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfér med mekanikens berékningar av tyngdpunkt).

@ Vantevirde och funktioner av stokastiska variabler

Sats. Lat Y = g(X) och W = h(U, V). I de kontinuerliga fallen blir

EY)= /_OO 9(x) fx(x)dx och EW) = /[R? h(z,y) fov(x,y) dedy,

[e.e]

och om X, U, V ar diskreta:

=S gtkpx(k)  och  EW) =" h(j, k)puy (), k).
k Jj k

Rent praktiskt kan beriéikningarna ga till pa foljande sétt.

N

5% Exempel
Lat fxy(z,y) =2om 0 <y <z < 1och fxy(z,y) = 0 for ovrigt. Bestdm vénte-
virdet E(XY + Y?X).

Losning: Vi anvinder satsen ovan:

E(XY +Y?X) // (zy + v°2) fx v (x, y)dmdy—Z// (zy + y*r) dydx
R2

0 0
2 37% 1 24
:2/ {%+%} dw:/ (x+i) I
o L 2 3 ], 0 3
1.2 3
4 15 60

*jothi@mai.liu.se



5.1 Varians och standardavvikelse

Varians och standardavvikelse
Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |E(X)| < co. Variansen V' (X)
definieras som V(X) = F((X — E(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras
som D(X) = /V(X).

Andra vanliga beteckningar for standardavvikelsen: o, ox, o(X).

Variansen &r ett spridningsmatt. Stor varians (eller standardavvikelse) betyder att sanno-
likhetsfordelning har stor spridning. Manga vérden &r troliga. Liten varians betyder att
fordelningen ar centrerad, hog sannolikhet att hamna kring en viss punkt; se figuren nedan.

Yy Yy
y=Fx(x)
y=Fx(x)
| ) //=\ )
" "
Litet D(X) = o. Stort D(X) = o.
@ Steiners sats

Sats. V(X) = E(X?) — E(X)%

5% Exempel
Lat X; anta virderna {—1,1} med px,(—1) = px, (1) = 1/2 och lat X, anta vérder-
na {—10,10} med px,(—10) = px,(10) = 1/2. Berdkna V(X;) och V(X3).

Losning: Det ar klart att F(X;) = F(X3) = 0 (varfor?), sa
1 1
V(X)) = BE(X]) - B(X1)? = 5 (-1)* + 51— 0 =1

och
1 1
V(X2) = B(X3) — E(X,)* = 5(—10)2 + 5(10)2 — 0 =50+ 50 = 100.

Tydligt att X, har mycket storre varians dven om fordelningarna ser snarlika ut. Sannolik-
heten ar mycket mer utspridd for Xs.

N

¢ Exempel
Lat X anta virderna 0,1,2,... med sannolikheterna px(k) = 27%"!. Berikna F(X)
och V(X).

Losning: Till att borja med kan vi kontrollera att px verkligen dr en sannolikhetsfunktion.
Klart att px(k) > 0, och summan nedan ar geometrisk sa

iPX(/f) = i2’“ =27 iz’“ _g. L
k=0 k=0 _ 11— ]./2

k=0

2



Vi beriknar vintevirdet. Lat ¢ €]0,1[ s px(k) = (1 — ¢)¢* med ¢ = 1/2. Vi kan berikna
summan av k¢* genom féljande manover:

o0

= = _ k-1 _ ikz_ ioo k_ i I 4q
;k ’;kq q;kq Zd —qdq;q =0T " U= aF

Alltsa blir

= 1
E(X)=(1— b E(X)=1 — -
q}; —y (X) =1 omq=2

For att berikna F(X?) kikar vi pa motsvarande kalkyl for andraderivatan:

o0 d o o
Zd_ QQZ(kZ_ Z k)a _Zk2k )2'
k=0 k=0 k=0
Saledes,
K2qF = 7 PN = 4 7
,;0 (1—-¢? ° d¢? ; (1-¢?® (1-g?

vilket medfor att

= q 2q
E(X*)=(1-q)) Kq'= +
k=0

sa
4q q 4q
l—q (1-¢q? (1-g)?
och med ¢ = 1/2 far vi V(X) = 2. Den observante ldsaren kanske kénner igen sannolikhets-
funktionen vi arbetar med da det &r den geometriska fordelningen X ~ Geo(1 — ¢). Sa vad
vi visat ovan ar foljande:

>

e Geometrisk fordelning

1— 1—-
Sats. Om X ~ Geo(p) sa édr E(X) = P P och V(X) = p2p.

Ett annat ldgesmatt dn vintevirdet ar medianen.

Median

Definition. En median foér en stokastisk variabel X ar ett tal m € R sa att

P(X<m)=P(X >m)=-

Observera att medianen inte behdver vara entydig!

N

¢ Medianen for en Exponentialfordelning
Lat X ~ Exp()). Berdkna medianen och véntevirdet for X.

Losning: Vi raknar ut fordelningsfunktionen fér X. Om x > 0,

x):/ fX(t)dt:/ e Mdt =1—e .
—00 0

3



Medianen finner vi ur ekvationen Fx(m) = 1/2, dvs

Jamfor detta med vantevardet for X:

E(X):/ e M dr = [—xe‘”\ﬂ;ovL/ e Mdr=0—-0+ [— 5
0 0

Medianen och vantevardet behover alltsa inte vara samma sak!

Ett annat exempel ddr medianen inte &r entydigt definierad:

Y

y = fx(z)

Vart ar medianen??

5.2 Raéknelagar

For vantevardet géller bland annat féljande regler.

@ Linjaritet och oberoende produkt
Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da giller

(i) E(aX +b) =aE(X)+0 for alla a,b € R;

(i) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y &r oberoende géller E(XY) = E(X)E(Y).

For variansen kan vi visa foljande:




( -
e
Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da géller
(i) V(aX +b) = a*V(X) for alla a,b € R;
(ii) V(aX £bY) =a®V(X) + b’V (Y) +2ab(E(XY) — E(X)E(Y)) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y &r oberoende giller V (aX 4 bY) = a®V (X) + b*V (V).

r A\ Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna for linjér-
kombinationer: V(aX £0Y) = a?V (X)+b*V(Y). Vi kommer aldrig att bilda skillnader
mellan varianser!

Det foljer att standardavvikelsen fér en linjarkombination aX + bY av tva oberoende sto-

. ) _ |9 2 2
kastiska variabler ges av o,x by = \/a?0% + b?05..

572 Exempel
Lat X och Y vara oberoende med E(X) = 2, F(X?) =8, E(Y) = -1, V(Y) = 2.
Berikna E(XY), E(X2Y?) och D(2X — 3Y).

Da variablerna ér oberoende blir E(XY) = E(X)E(Y) =2-(—1) = —2, och
E(X*Y?) = E(X>)E(Y?) =8E(Y?)=8(V(Y)+ E(Y)*) =8-3 =24.
Vidare erhaller vi
V(2X —3Y) =22V(X) + (=3)>V(Y) = 4(8 —2*) + 9 -2 = 34,

sd D(2X —3Y) = v/34.

572 Exempel

Lat X och Y vara oberoende likaférdelade variabler med px (k) = py (k) = 1/4 om
k =1,2 och px(k) = py(k) = 1/2 om k = 0. Bestdm sannolikhetsfuntionen for

Z = X +Y, vanteviardet E(X +Y') samt variansen V(X +Y).

Vi borjar med att bestdmma pz(k). Man kan gora detta pa samma sitt som i exemplet
fran foregaende foreldsning (med summor istéllet for integraler), men da vi har sa fa mojliga
véarden pa variablerna dr det enklare att stilla upp en tabell.

Z=X+4+Y =n | Par (j,k) sa j + k =n | Total sannolikhet
1 -

- NI
4 = N

=
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Tva séatt att berdkna vantevardet:

)

E(Z)=E(X+Y)=EX)+E(Y)=2E(X)=2) kpx(k) =2 (0 L1 2) _

3
171) 2

4
110 3 4 24 3
B(Z) = kpslk) =+ 44— = =2
() ;W() PR TR I T T

Mojligen kan man tycka att det andra alternativet ser enklare ut, men da har man glomt
bort allt arbete som gick at till att skapa tabellen ovan. Det forsta alternativet dr nistan
alltid det enklaste. Variansen berdknar man enklast enligt f6ljande

1

V(Z) = V(X +Y) = [oberoende variabler] = V(X) + V(Y) =2V(X) = 3
eftersom vi vet att

= 9 1 4\ 9 1

X)=E(X}) - B(X)2 =Y k2 2 L R

VIX) = B - B0 = S Kxh) — 15 = (045 +7) = 15 = 1o

Tva sitt att ridkna ut F(g(X))
Lat © ~ Re(0,7/4) vara likformigt fordelad och definiera Y = cos ©. Vad blir E(Y")?

Losning: Det enklaste sittet ar att anvénda satsen fran borjan av foreldsningen:

E(Y) = E(cos9) :/00 cosOfo(0) dl = é/(]7r/4c050¢ié’: 4 <§—0> = &

™ ™ s

—0o0

Den andra varianten borjar med berédkning av téthetsfunktionen for Y = cos©. Vi stéller
upp fordelningsfunktionen forst:

Fy(y) = P(Y <y) = P(cos© < y) = P(O > arccosy) = 1—P(O < arccosy) = 1—Fg(arccosy).

Hér har vi utnyttjat att cos@ ar avtagande for 6 € [0, 7/4]. Vi kan nu derivera fram fy (y):

—1 fe(arccosy
fy(y) = Fy(y) = —Fg(arccos y) - = = ( : )

4_ 1 T V2
D by et 0<arccosy<§ & % <y<l1
0, for ovrigt.

Vi kan nu berikna F(Y) enligt definitionen:
h 4Ry 1 222
E(Y):/ yfy(y)dy = — —dy:—|:_ 1_y2}2 _
- ™ Jo \/ 1-— y2 m 0 T

Vilket metod tycker du ar enklast?



5.3 De stora talens lag

i

Sats. Lat X1, X5, X3,... vara en oandlig foljd av oberoende och likaférdelade stokas-
tiska variabler sadana att E(X;) = p for alla ¢ = 1,2,... och pu &r dndlig. Definie-

— 1 —
ra X, = — E X; (medelvirdet av de n forsta variablerna i f6ljden). For varje € > 0
n
i=1
géller att

P(|X, —pul <€) —1didn— oco.

En tolkning av satsen &r att det aritmetiska medelviardet av en f6ljd oberoende och likafor-
delade variabler kommer att ha sin sannolikhetsmassa koncentrerad kring vantevérdet p:

+ + + x
p—€ p pte

Beviset foljer fran kénda olikheter. Lat X vara en stokastisk variabel med E(X) = p
och V(X) = o2, och lat k > 0. Tjebysjovs (Chebychevs) olikhet séiger att
1

P(IX = p| = ko) < 2
For att bevisa denna olikhet kan man anvéinda Markovs olikhet (som géller om X &r icke-
negativ):

PX>a) <k a>o0.

a

Kan du pussla ihop beviset for de stora talens lag fran dessa?

N

572 Vanligt missforstand
Lat oss (oberoende) kasta en sex-sidig balanserad tdrning 1800 ganger. Vi forvantar
oss att medelvirdet ligger ndra 3.5. Antag att medelvirdet blev 4.0. Betyder detta
enligt satsen ovan att vi kommer att fa fler resultat 1,2,3 dn 4,5,6 om vi kastar
tdarningen 1800 ganger till? Svaret &r nej. De olika kasten anses oberoende, och kan
darfor inte paverkas av tidigare utfall. Sa hur kan da satsen ovan gélla? Faktum &r att
det inte behover vara fler laga resultat vid kommande upprepningar, det racker med
att medelvardet av de nya resultaten dr mindre &n 4.0 for att vi ska hamna ndrmare 3.5
totalt sett.
Det lonar sig alltsa inte att satsa mer pengar bara for att man forlorat sa manga ganger
pa rad (om héndelserna dr oberoende, annars kan lite vad som helst intréffal).







TAMST9: Foreldsning 6
Normalfordelningen

Johan Thim*

14 februari 2013

Normalfordelning
Definition. Lat p € Roch o > 0. Om X é&r en stokastisk variabel med téathetsfunktion

o) = — eXp(—M), LeR,

o 202

sa kallar vi X for normalférdelad med parametrarna p och o2. Vi skriver X ~ N(u, o?).

Om g = 0 och 0 =1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tédthets-
funktionen med

1 2
go(x):\/%exp -5 ) r € R.

Fordelningsfunktionen fér en normalférdelad variabel ges av

RV
exp( u—,u)) du, x €R,

F
x(@) = 202

o\ 2w

och &dven hér doper vi speciellt den standardiserade fordelningsfunktionen till

w2
d(x) \/%/ exp( )du r €eR.

Ar det nagon som kommer ihag vad som hiinde nir man forsskte integrera e*” i envariabe-
lanalysen? Man kan visa att det inte gar att uttrycka den primitiva funktionen i elementéra
funktioner, utan man definierar helt enkelt en ny funktion utifran den bestdmda integralen
(sla upp erf-funktionen i nagot matematiskt uppslagsverk). Vad detta innebér for oss ér att
vi kommer att anvianda tabell for att berdkna numeriska virden for uttryck som innehaller

funktionen ®.

@ Standardisering av variabel

Om X ir en stokastisk variabel med F(X) =y och V(X) =02 sadr Z = (X — p)/o
en stokastisk variabel med E(Z) = 0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z for standardiserad.

Beviset for att F(Z) = 0 foljer direkt fran linjariteten hos véntevérdet. Variansen kan ses

*jothi@mai.liu.se



genom foljande argument:

V(X = p)/o) = B(X = p)*/o*) = 0 = % (B(X?) - 2uB(X) + 1)
= L (B - B = 5 =
@ Standardiserad normalférdelning

Sats. Om X ~ N(0,1) sa &r E(X) =0 och V(X) = 1.

—x2/2

Eftersom e gar mot noll vildigt snabbt, sa kommer

/Oo ()| dx < oo.

[e.o]

E(X) = \/LZ_W/_OO zo(x)dx =0

eftersom = — xp(x) dr en udda funktion. Pa liknande sétt ser vi att

B(X?) = / " () do = ¢L2_7r /_ Z v (we ) da

—00

1 2 o0 > 2 1 o 2
= — _e T /2 :| / - /2 ) — _/ - /2 =
r(—e + e dx 0+ e dr =1,
V2T ([ ( ) —© —00 V2T J oo

dér vi partialintegrerat och utnyttjat att ¢(x) &r en téthetsfunktion sa den sista integralen
blir ett.

Alltsa maste

Ett korrolarie av satsen ovan (gor ett variabelbyte i integralerna) &r foljande.
N, 2
¥ X ~ N(u,0?)

Om X ~ N(u,0?) sa ér E(X) = p och V(X) = o2

Standardavvikelse eller varians?
I kursboken (Blom et al) anvénds beteckningen X ~ N(u, o), sa den andra parametern
ar alltsa standardavvikelsen o, inte variansen o2 som vi anvint ovan.

Y

0.40 +




@ Bruk av tabell for ¢(x)
Lat X ~ N(0,1). Da giller
(i) P(X <z)=®(z) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — P(a) for alla a,b € R med a < b;

(ili) ®(—z) =1— ®(x) for alla z € R.

O (x) O(b) — ®(a) O(—z)=1—P(2)
-@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestim P(X < 1), P(X < 1), P(X < —1), samt P(0 < X < 1).

Direkt ur tabell, P(X < 1) = ®(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar det om
olikheterna &r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X <—1)=®(—1) =1—&(1) = 0.1587
och P(0 < X < 1) =®(1) — $(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.

@ Standardisering av normalférdelning
Sats. X ~N(i,0%) © Z=2"F.N0,1).

g

Eftersom
X — _ _ _
FX(x):P(ng):P( P “):P(ng M)z@(x “)
g g ag g

och ®'(x) = p(x) da ¢ ar kontinuerlig, sa foljer det att

1 T — U 1 _@w?
x)=Fy(v) = — = e 22, xeR.
fe(o) = Fyla) = 2 (1) =

Alltsa har vi dven

27 Exempel
Lit X ~ N(1,4), diir 02 = 4. Bestim P(X < 1), P(X < —1), P(0 < X < 1),
samt P(|X — 2| < 3).




X-1 1-1
<
2 = 2

(nmxgnzp< ):ymzé

(ii) P(XS—I)ZP(X—1§—1—1)

=P(-1)=1—-—P(1)=0.1 .
5 5 (—1) (1) ~ 0.1587

(iii)

— <= = B(0) — B(—1/2)

=1/2— (1-®(1/2)) = —1/2 + B(1/2) ~ 0.1915.

-1 X -1 1-1
Pm<X§U:P<O < 2)

(iv)

2 < 2 = 2
= 3(2) — B(—1) = B(2) — 1 + B(1) ~ 0.8186.

~1-1 X-1 _5-1
P(|X—2|<3):P(—3<X—2<3):P( < )

T\

Exempel
at X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X| > a) = 0.05.

.

Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omraderna utgor tillsammans 5% av
sannolikhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

Y

Om vi soker talet a, och vill anvénda funktionen ®(z) = P(X < x), maste vi soka det tal
som ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger
i den stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen
over ®(z) virden. Dér finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

6.1 Linjarkombinationer av normalférdelade variabler

Det &r inte pa nagot sétt uppenbart att summan av tva likaférdelade variabler har samma
fordelning. Oftast &ar det inte ens sant. Men, just normalfordelningen har precis denna trevliga
egenskap!

@ Summa av normalfordelade variabler

Sats. Lat X; ~ N(u1,0?) och Xy ~ N(us,03) vara oberoende och lat a,b € R. DA
géller att
aX; +bXy ~ N(ap, + bus, a*o? + b%03).




Beviset &r inte trivialt. Att F(aX; + bXs) = apy + bus och V(aXy + bXs) = a?0} + bPo3 r
enkelt att se. Detta géller oavsett vad variablerna har for slags fordelning (enbart egenskaper
for vintevirde och varians). Det faktum att summan blir normalférdelad kraver ett djupare
argument; se boken (man anvénder faltningssatsen).

Satsen ovan generaliserar direkt till flera variabler. Vi har foéljande anvandbara specialfall.

@ Summor och medelvirde

Sats. Lat X, X»,..., X, vara oberoende och X ~ N(u,0?) for k = 1,2,...,n. DA
géller foljande:

n . 1 n
X = ZXk ~ N(n,u,na2) och X = o ZXk ~ N(u, Uz/n)-
k=1

k=1

Den sista likheten &r intressant, da det innebér att ju fler "likadana” variabler vi tar med
i ett medelvirde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa sékrare resultat ju
fler métningar vi gor (nagot som kénns intuitivt korrekt). Det &r dock mycket viktigt att
variablerna &r oberoende. Annars géller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader
mellan varianser, utan det som gor att variansen minskar med antalet termer dr faktorn 1/n
i medelvardet:

2

~ 1< 1 " ] — no?® o
VX)=V |- X | ==V X, | == ViX.) = — = —

eftersom variablerna dr oberoende och V(X}) = o2 for alla k.

572 Exempel
Lat X ~ N(10,3%) och Y ~ N(21,6%) vara oberoende. Vad &r sannolikheten att Y &r
mer &n dubbelt sa stor som X7

Lésning: Lat W =Y — 2X ~ N(21 — 20,62 + 4 - 3%) = N(1,72). Vi soker alltsa

P(Y>2X):P(Y—2X>O):P(W>0)=1—P(W§O):1_q)(%)

=1— (1 —®(0.12)) = 0.5478.

N

57 Exempel

Lat T vara livsldngden for en viss sorts lysror (enhet: manader) och T' ~ N(20, 8).

(i) Vad ar sannolikheten att man klarar 43 manader om man har tva (oberoende)
lysror och byter direkt det forsta gar sonder?

(ii) Hur manga lysror maste man skaffa for att medellivslangden ska vara mer &n 19
manader med sannolikhet 95%7?

Losning:

(i) Vihar tva lysror, T och T5. Vi soker sannolikheten att Tj + T > 43. Satsen ovan visar
att T1 + T2 ~ N(40, ]_6)7 sa

Ty + Ty —40 43 — 40
P(T1+T2243):1—P(T1+T2<43):1—P( L )

<
V16 V16
—1— ®(3/v/16) ~ 1 — ©(0.75) ~ 0.2266.



(i) Lat T vara medelviirdet av n stycken lysror. Det foljer att T ~ N(20,8/n). Vi vill att

mm_P@>1m_P<i%g>ﬂié?)_1—mZ§—UVg%

= 1-0(=1/y/8/n) =1 - (1= @(1//8/n)) = @(\/nf3),

T —20

V8/n
att n & 21.6. Saledes behovs atminstone 22 stycken lysror.

dir Z = ~ N(0,1). Ur tabell finner vi da att y/n/8 = 1.645, eller ekvivalent,

6.2 Centrala grinsvirdessatsen

Alla vagar leder till Rom. Eller atminstone: alla fordelningar leder till normalférdelning?
Faktum &r att det &r precis det den centrala grédnsvérdessatsen sdger: summan av ett stort
antal oberoende och likaférdelade stokastiska variabler &r approximativt normalférdelad.

Vi betraktar ett exempel. Lat oss utfora det klassiska experimentet med slantsingling och
rikna antalet X kronor vid ett visst antal, sdg n, kast. Fran tidigare exempel (inbrottstju-
ven) sa vet vi att X ~ Bin(n,p), dir p = 1/2 om myntet &r rattvist. En binomialfordelad
variabel kan ses som en summa av oberoende Bernoulli-fordelade variabler X, en variabel
for varje forsok (slantsingling), dér Xy = 0 om forsok nr & "misslyckas” (klave), och X =1

om forsok k lyckas (krona). Alltsa kan vi skriva X = Z Xp. Varje Xj har sannolikhetsfunk-
k=1
tionen py, (1) = p och px, (0) = 1 — p. Med andra ord, binomialférdelningen kan ses som en

summa av oberoende och likaférdelade variabler. Om bara n &r tillréackligt stort borde vi i
sa fall ndrma oss normalfordelningen. Hur stort? Vi skisserar nagra fall ndr n blir stérre och
storre och p = 0.5.

Y Y Y

k -J L- k AJ‘ ‘Lh y

0 1 0123456780910
Med n = 1. Med n = 10. Med n = 25.



-.,fﬂ” Mhrr... L

Med n = 100.

Hér ser vi ganska tydligt att ju storre n blir, desto mer lik blir sannolikhetsfordelning en
normalfordelningskurva. Foljande sats verkar alltsa rimlig (atminstone i Binomialfallet).
>

g Centrala grinsvirdessatsen (CGS)

Sats. Lat X, X, ... vara en odndlig foljd av likaférdelade och oberoende stokastiska
variabler. Vidare, lat E(Xy) = p och V(X},) = o2 for k =1,2,.... Da giller att

(i) summan X = Z Xy, uppfyller

k=1

X_
P(a< nM<Q—%M®—®@Mﬁn%@3
o\v/n

for alla a,b € R med a < b. Vi sdger att X &dr asymptotiskt normalférdelad.

— 1<
(ii) medelvardet X = - ; X}, uppfyller

X—p .
P<a<U/\/ﬁ<b)—>(1>(b)—<l>(a)dan—>oo

for alla a,b € R med a < b.

Beviset for satsen faller utanfor ramen for denna kurs. Se, till exempel, Rick Durret: Proba-
bility: Theory and Examples eller Allan Gut: An Intermediate Course in Probability.

Sé hur anviander vi CGS?
<>

el Approximation via CGS

Med samma beteckningar och forutséittningar som ovan sa ar

T —np

mxg@%@(

o\ 1N

— 48— [V}
h P X<z)~d|—F ), eR,
) = PE<a~o (2R, s
om n &r stort. Oftast brukar n > 30 duga, men skeva fordelningar kréaver storre n.
Vi skriver X "% N(nu,no?) och X "X° N(u,0?/n); variablerna #r approximativt
normalférdelade.




5% Exempel

Vad &r sannolikheten att summan av 50 stycken slumptal mellan 0 och 2 6verstiger 537

Losning: Vi antar att slumptalen &r likformigt fordelade, sa varje slumptal X ~ Re(0, 2)
och att slumptalen &r oberoende av varandra. Det rader likformig fordelning, sa E(Xj) =
och V(Xj) = 1/3. Varfor? Enkelt att se fran definitionen:

2 272
E(Xy) = / xl dx = V—} =1

och
21 3]?
V(X)) = / = dr —1% = {—} —1=1/3.
0o 2 6 1o
Sa vi har en summa av 50 stycken likformigt férdelade variabler X} med samma vantevéarde
50
och varians. Lat X = Z X}. CGS implicerar att X "~ N(50,50/3). Alltsa erhaller vi
k=1

P(X >53)=1—P(X <53)~1—®(3//50/3) = 1 — ®(0.7348) ~ 0.2312.

Det ar alltsa ca 23% chans att summan overstiger 53.

N

Exempel

Antag att samtalstiderna till 1177 &r oberoende och exponentialférdelade med vénte-
varde 15 minuter. Om en sjukskoterska forvintas svara pa 28 samtal under ett atta-
timmars pass, vad ar sannolikheten att hon lyckas?

Losning: Lat X;, ~ Exp(1/15) vara tiden for samtal k, k = 1,2,...,28. Den totala tiden
28

for 28 samtal ges av X = ZX’“‘ Faktum &r att man kan visa att X blir gamma-fordelad

k=1
(se Blom et al.), men den fordelningen &r ganska bokig att arbeta med. Vad sidger CGS? Vi
har kring 30 stycken samtal, sa X "~ N(28 - 15,28 - 15%) = N(420, 6300). Alltsa &r

480 — 420
V6300

Néstan 80% chans alltsal Hur bra stimmer da detta? Man kan hérleda att X i sjélva verket
har fordelningen X ~ I'(28,1/15), sa P(X < 480) = 0.7838 (MATLAB, gamcdf).

P(X <8-60) ~ < ) ~ (0.76) = 0.7764.
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7.1 Binomialférdelning

Vi har redan stott pa denna fordelning flera ganger. Situationen ar att ett slumpforsok har
tva mojliga utfall, ett med sannolikhet p och det andra med 1 — p. Vi upprepar forsoket
oberoende n ganger, och raknar antalet X ganger det forsta utfallet intraffar. Vi kallar X
for binomialférdelad med parametrarna n och p, och skriver X ~ Bin(n, p).

<>

el Binomialférdelning
Sats. Om X ~ Bin(n,p), sa & E(X) = np och V(X) = np(1 — p). Vidare giller
att X "% N(np, np(1 — p)) om np(1 — p) > 10.

Beviset for vantevirde och varians foljer av argumentet i féregaende foreldsning angaen-
de CGS. Vi skriver X som en summa av n oberoende Bernoulli-variabler X; ~ Be(p), sa
vintevirdet E(X) = >"7_| E(X}) = np, eftersom E(X;) =0-(1 —p)+1-p = p. Pa samma
sitt, V(X) = np(1 — p) eftersom V(X;) = 0% (1 —p) + 1% p—p*> = p(1 — p).

Nér det géller approximationen till normalférdelning sa foljer detta av CGS. Att just kra-
vet np(1 — p) > 10 ger en bra approximation kriver en lite djupare analys av pa vilket sétt
sannolikheterna konvergerar.

5% Exempel
Vi sar 1000 stycken fron som har en grobarhet pa 80% (sannolikheten att ett fro gror).
Vad &r sannolikheten att hogst 180 stycken inte gror?

Lat X vara antalet fron som inte gror. Vi antar att olika fron &r oberoende av varandra. Da
dr X ~ Bin(1000,0.2). Eftersom

np(l —p) =1000-0.2 - 0.8 = 160 > 10,
sa dr X "~ N(200,160). Vi beriknar
P(X < 180) ~ ®((180 — 200)/v/160) = &(—1.5811) = 1 — (1.5811) = 0.057.

Det &r alltsa ca 6% sannolikhet. Verklig sannolikhet (MATLAB binocdf (180,1000,0.2))
ar 6.02%.

*jothi@mai.liu.se



7.2 Poissonfordelning

Antag att vi har en situation déar hiandelser intréffar oberoende av varandra med en konstant
intensitet A, det vill sdga, pa t tidsenheter intriffar i genomsnitt A\t hdndelser. Denna typ av
situation brukar ofta moduleras med hjélp av Poisson-fordelningen. Om X (¢) ar antalet hén-
delser i tidsintervallet [0, ], sa siger vi att X (¢) ar Poissonfordelad med véntevirde p = At.
12 3 4 5 6 7 8 9 10
: t

t=0 t1 t2 t3 tq ts te tr ts to tio

Héndelser (markerade med kryss och numrerade) i tidsintervallet [0,¢]. Tiderna t; &r tid-
punkten for handelsen k.

>

e Poissonfordelning
Sats. Vi kallar X for Poissonférdelad med parametern p, X ~ Po(u), om sannolik-
ko—p
hetsfunktionen ges av px (k) = P(X = k) = = I:' for k = 0,1,2,.... Variabeln X

har E(X) = V(X) = u (samma véntevirde som varians, parametern f).

Hur hénger situationen ovan ihop med definitionen av px? Vi fixerar tiden ¢ och delar in
intervallet [0,¢] i n lika stora delar, dar vi viljer n sa stort att det hogst finns en héndelse i
varje delintervall. Vi introducerar en sannolikhet p som &r sannolikheten att ett visst delin-
tervall innehaller en hiandelse. Det dr samma p for alla delintervall och sambandet np = At
maste gilla. Eftersom hindelserna dr oberoende maste X (t) ~ Bin(n,p). Egenskaper for
binomialférdelningen medfor att E(X (t)) = np = At.

Vi borjar med att betrakta fallet med noll héndelser i intervallet [0, ¢], det vill séga, hédndelsen
att X (t) = 0:

P(X(t) =0) = ( g ) (1 —p)" 0 = (1 - %)n = exp (nln (1 - %)) e M,

da n — oo. Hir har vi utnyttjat standardgransvirdet s~ In(1+ s) — 1 da s — 0.
I det allménna fallet kan vi visa att

PO =k » O 5o,

For att se detta, lat k vara fix och betrakta

— Do (n=k+1) Ok (1=2)" AE e
o)kl G0 (1220 0t e
nk k! (1 _ &) k! 1
Detta ger oss dven en anvandbar approximationssats for binomialférdelningen.
@ Approximation: Binomial till Poisson

Sats. Om X ~ Bin(n,p) med n > 10 och p < 0.1, sa & X "~ Po(np).

Att px verkligen dr en sannolikhetsfunktion foljer fran Maclaurinuteckling av e*:

k!

pr(k)zef” —=ct.ef =1
k=0 k=0

2



Lat oss aven harleda vantevarde och varians. For vantevardet:

kpx (k) =¢e* = e H — e H B,
kz_; px(k) =e 0*;(/@—1)! pe ];(k;—n! ety =

Variansen ér lite bokigare. Vi kan inte direkt rikna ut F(X?), utan tar till tricket

E(X?) = B(X(X - 1))+ E(X).
Alltsa,

sa E(X?) = p? + p, vilket medfor att V(X) = E(X?) — E(X)? = pu.

0 7

Exempel

Sagaren Sverker sagar ut brddor som har normalférdelad lingd L ~ N(200,50)
(0% = 50), enhet: cm. Om Sverker en vacker dag sagar upp 300 bridor (oberoende
av varandra), vad dr sannolikheten att firre dn 5 stycken dr kortare &n 185 cm?

Losning: Vi rédknar forst ut sannolikheten p att en briada ar kortare &n 185 cm:
L — 200 - —15
V50 V50

Lat X vara antalet briador av 300 som &r kortare &n 185 cm. Det foljer att X ~ Bin(300, p).
Sannolikheten p dr alltsa liten, och 300p(1 — p) = 5.01 &r betydligt mindre &n 10, sa nor-
malapproximation fungerar antagligen inte. Men Poissonapproximation borde fungera bra
da p < 0.1 och n = 300 > 10. Alltsa & X "= Po(300 - 0.0170) = Po(5.10). Ur tabell
(interpolation mellan Po(5.0) och Po(5.2)):

0.4405 + 0.4061

P(X <4)~ . = 0.4233.

p=P(L<185)=P < ) =P(—2.12) =1 — 9(2.12) = 0.0170.

Alltsa ungefir 42% chans. Verklig sannolikhet blir 42.15%. Normalapproximation skulle i
fallet ge 31%, vilket &r alldeles for lagt.

@ Addition av oberoende Poissonfordelade variabler

Sats. Lat X ~ Po(uy) och Y ~ Po(uy) vara oberoende. Da ér X +Y ~ Po(uy + u2).

Satsen forefaller intuitivt att vara rimlig. Vi ldgger helt enkelt ihop héndelserna fran tva
liknande processer, det forvintade antalet blir nu p; + pe, och pa grund av beteendet hos
var och en tippar vi att summan fungerar pa samma sétt. Formellt kan vi visa satsen me-
delst den sa kallade faltningssatsen. Den simultana sannolikhetsfunktionen for (X, Y’) ges av
produkten px (7)py (j), och vi séker sannolikhetsfunktionen for Z = X + Y. Alltsa,

k

pz(k) = P(X +Y =k) = ZZPX(i)pY(j) = pr(i)pY(k' — ).

i+ji=k i=0



Dubbelsumman blir en enkelsumma eftersom vi bara summerar 6ver "diagonalen” (nér k &r
fixt och i +j = k). Sen &r px (i) =0 da i < 0 och py(k —i) =0 da i > k sa det ricker att
summera fran ¢ = 0 till ¢ = k. Vidare,

k i k—i —(m+n2) F k!
—u 1y M2 € : i, k—i
k) = L —pio -
pz(k) ;e A —) Kl ;) (k — ot
—(uatp2) P —(p1+p2)
_ ¢ Z k i k=i _ k

=0
dér vi utnyttjat binomialsatsen i sista steget. Detta uttryck &r inget annat &n sannolikhets-
funktionen for en Po(u; + ue)-fordelad variabel, vilket var precis det vi ville visal
Denna sats kan vi anvinda for att dela upp en Po(u) fordelad variabel i | ] stycken oberoende
variabler med véntevéarde ett, och en liten svans (med langd p— |u]). Pa detta satt kan man
visa foljande sats.

@ Approximation av Poissonfordelning

Sats. Lat X ~ Po(u) med p > 15. Da dr X "~ N(u, ).

¢ Exempel
Lat X vara antal paket i en datako under en sekund. Méatningar har visat att en vettig
modell &r X ~ Po(250). Beriikna approximativt P(X < 240).

Losning: Eftersom véantevardet p = 250 > 15 sa kan vi normalapproximera. Da blir
239 — 250

P(X <240)=P(X <239) =~ P

) = ®(—0.6957) = 1 — (0.6957) = 0.2433.

Exakt varde: 0.2552.

7.3 Exponentialférdelning

Vi fortsédtter med situationen for Poissonférdelningen, men istéllet for att rdkna antalet
héndelser rdknar vi tiden mellan héndelser. Det visar sig ndmligen att tiden &r exponen-
tialfordelad. Varfor? Betrakta foljande. Lat 77 vara tiden till den forsta héndelsen. Det-
ta innebar att P(Ty > t) = P(X(t) = 0), dvs att inga héndelser intraffat pa tiden t.
Men P(X(t) = 0) = e . Vi betraktar fordelningsfunktionen for 77:

Fr)=P(Ty<t)=1—-P(Ty >t)=1—eM t>0.

Vi kan nu derivera fram téthetsfunktionen: fr, (t) = Fy, (t) = Ae™ for ¢ > 0. Detta &r precis
tathetsfunktionen for en Exp(\)-fordelad variabel!

<>

I Exponentialférdelning

Sats. En stokastisk variabel X med tithetsfunktion fx(x) = Ae™**, x > 0, kallas
exponentialférdelad. Vintevirde och varians ges av E(X) = A~! och V(X) = A2

En intressant egenskap hos exponentialférdelningen &r att den dr minnesslos:

o P({X > I“i‘xo} N {X > l‘o}) o P(X > x_|_x0> B e—)\(x0+x)
P(X>x+$0’ X>x0)— P(X>:L’0> n P(X>l’0) N e—ATo

=eM=P(X > 1),




7.4 Stokastiska processer

Stokastisk process
Definition. En stokastisk process ér en familj {X;},c; av stokastiska variab-
ler X;: Q — FE, déar ¢t &dr ett index i indexméngden I och processen tar vérden i
tillstAndsrummet F£.
Ibland skriver vi { X () }s¢; istéllet om det inte finns risk for missforstand.

Foljande kategorisering kan goras. Processen { X, },c; sdges
(i) ha diskret tid om I &r uppriknelig, typiskt I ={0,1,2,3,...};
(ii) ha kontinuerlig tid om [ &r ett kontinuum, typiskt I C [0, 00) ett intervall;
(iii) vara diskret om tillstandsrummet E &r uppréikneligt: F = {Ey, E1, Fa,...};
(iv) vara kontinuerlig om tillstandsrummet E &r ett kontinuum, typiskt £ C [0, 00) igen.

Processer kan alltsa vara bade kontinerliga eller diskreta, och ha kontinuerlig eller diskret
tid. Speciellt kan vi till exempel ha en diskret process med kontinuerlig tid (tillstandsrummet
upprakningsbart men tiden ett kontinuum).

Anmérkning: eftersom X; formellt sett ar en stokastisk variabel sa borde vi krava att £ C R
eftersom vi definierat termen stokastisk variabel pa det séttet. Vi kommer i de ndrmaste av-
snitten att tillata tillstandsrummet att vara mer abstrakt, sdg E = {solen skiner, det &r natt}
till exempel. Detta underldttar i vara tilltdnkta tillimpningar.

For varje w € 2 kan vi prata om realiseringen av processen i form av en tidsfunk-
tion x(w,t) som avbildar indexméngden [ in i tillstandsrummet F; z(w, -): I — E. Med
andra ord, x(w,t) ger virdet av utfallet vid tiden ¢.

w4

x(waq,t)
w3

z(ws,t)

wa I(w2 ,t)

w1 x(w1,t)

Nagra realiseringar vid fixerade utfall w; for en tidskontinuerlig kontinuerlig stokstisk process.



N

¢ Exempel
(i) X; = s; + Ny diir Ny ~ (0,0?) for alla t &r oberoende. Detta iir en signal s; vi
ofta ar intresserade av som é&r stord av brus (som dr normalférdelat i detta fall).

(ii) X; = Acos2t+ Be " dir A och B #r stokastiska variabler. Vad héinder nér ¢ gar
mot 007

Det finns mycket teori om stokastiska processer; hur man klassificerar dem (stationér?
svagstationdr? etc) och hur man studerar beteendet. Detta ligger utanfér ramen pa den-
na kurs, men vi skall punktstudera vissa specialfall den ndrmaste tiden. Forst ut &r den sa
kallade Poissonprocessen.

7.5 Poissonprocessen

Vi aterkommer nu till poissonfordelning, men pa ett lite annorlunda satt. Lat X (¢) rdkna
antalet impulser i intervallet [0,¢]. Vi stéller foljande krav.

Poissonprocess

Definition. En stokastisk process {X(t)}scp,00) &r en Poissonprocess med intensi-
tet A om och endast om

(i) Antalet impulser i disjunkta tidsintervall &r oberoende stokastiska variabler;
(i) P(X(t+h)— X(t) =1) = A+ o(h);
(iii) P(X(t+h) — X(t) > 2) = o(h).

Notationen o(h) betyder nagot som gar mot noll snabbare &n h. Om f(h) = o(h) innebér
f(h)

det att lllirr(l] —— = 0. Kommer ni ihag stora ordo fran resttermer i Maclaurinutvecklingar i
—

analysen? Vi hanterar lilla ordo pa liknande sétt och kan gora analoga "férenklingar.”

Sa hur hénger den hér definitionen ihop med Poissonférdelningen?

Lat p,(t) = P(X(t) = n) och anta att h > 0 &r litet. Eftersom [0, t) och [t,t+ h) &r disjunkta
tidsintervall sa &r variablerna X (t) och X (¢ + h) — X (t) oberoende, och X (t 4+ h) ar alltsa
summan av dessa tva oberoende variabler. Handelsen att X (¢ + h) = n kan nu delas upp i
unionen

{X(+h) = ) = Uiy ({X(1) = n — Ky N {X (04 B) — X (1) = )).
dér hindelserna i varje snitt dr oberoende! Vidare medfor vara villkor att
P(X(t+h)—X(t)=0)=1— A+ o(h).
Alltsa blir
pu(t+h)=P(X(t)=n)P(X(t+h)— X(t) =0)
+P(X(t)=n—-1)P(X(t+h)—X(t)=1)

n

+Y P(X(t)=n—k)P(X(t+h)— X(t) =k)
k=2

=pu(t)(1 = A+ 0(h)) + pp_1(t)(AR + o(h)) + ipn_k(t)o(h)
= pn(t)(1 = Ah + 0(h)) + pp_1(t)(Ah + o(h)) + o(h).
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Vi stuvar om lite och finner att

palt + h}z —n(t) = —Ap,(t) + Apn_a(t) + OTh)'

Vi later t — 07 och erhaller da att hogerderivatan uppfyller

(pn) () = =Apn(t) + Apn_a(t), n=1,2,....

Speciellt géller pj(t) = —Apo(t), t > 0, for n = 0. Med det naturliga begynnelsevillko-
ret po(0) = 1 har denna differentialekvation 16sningen py(t) = e=*. Om vi loser differentia-
lekvationen for n > 1 erhaller vi

(A1) e n=0,1,2,3,....

pa(t) = !

Detta &ar sannolikhetsfunktionen for Poissonfordelningen! Vi har med andra ord precis visat
att X (t) ~ Po(At) for alla ¢ > 0.

Fran detta och tidigare héarledda resultat for Poissonférdelningen har vi nu foéljande resultat
for Poissonprocessen.

@ Egenskaper hos Poissonprocessen

Lat X (t) vara en Poissonprocess med intensitet A > 0.

(i) Vid tiden ¢ > 0 giller att X (¢) ~ Po(\t).

(ii) Tiden T mellan tva héndelser &r exponentialférdelad: T ~ Exp(A).
(iii) Tider mellan olika héndelser &r oberoende stokastiska variabler.
)

(iv) Sammanslagningen av tva oberoende Poissonprocesser med intensiteter \; re-
spektive Ay dr en Poissonprocess med intensitet A; + As.

(v) Om py,p2 € [0,1] med p; + po = 1, sa kan X(¢) delas upp i tva oberoende
Poissonprocesser med intensiteter p; A respektive poA.







TAMST79: Foreldasning 8
Markovkedjor

Johan Thim*
5 februari 2013

8.1 Markovkedjor

Vi ska nu betrakta en speciell tidsdiskret diskret stokastisk process, ndmligen Markovkedjan.
Vi borjar med en definiton.

Markovkedja

Definition. En diskret Markovprocess { X }nec{0,1,2,.} med diskret tid kallas for en
Markovkedja. Kravet pa processen ar att

P(anxn ’ Xo =1%o, X1 =T1,..., Xn1 :xnfl) :P(Xn:xn ‘ Xn-1 :xnfl)

for alla n > 2 och zg,21,...,2, € E.

Med andra ord sa har historian ingen betydelse for processen. Endast det tillstand kedjan
just nu befinner sig i har nagon inverkan pa framtiden.

Om Markovkedjan har ett dndligt tillstandsrum E séger vi att Markovkedjan ér dndlig.
Vidare har kedjan ingangssannolikheter p;(0) = P(X, = Ej;) for alla j > 0. Funktioner-
na p;(n) beskriver generellt sannolikhetsférdelningen for tiden n, dvs p;(n) = P(X,, = E;) &r
sannolikheten att kedjan vid tiden n befinner sig i tillstand E;. Vi kallar dessa sannolikheter
for absoluta sannolikheter.

Kedjan kallas tidshomogen om P(Xnﬂ =E;| X, = Ez) = p;; &r konstant for alla n > 0.
Detta innebér att vi alltid har samma sannolikhet for 6vergangar mellan olika tillstand i ett
steg. Vi ténker oss p;; som sannolikheten att flytta oss fran tillstandet E; till E; i ett steg.
Fran detta foljer att vi fullstdndigt kan karaktérisera en tidshomogen Markovkedja utifran
overgangsmatrisen P = (p;;),

Poo Po1  DPo2
p_ Pio P11 P12 - ’
P20 P21 P22 -

dér talet pa rad ¢ och kolonn j representerar 6vergangssannolikheten p;; att kedjan gar fran
tillstand E; till E; med ett steg. Denna matris har egenskapen att varje radsumma blir ett,

dvs att Z pi; = 1 for varje 7. Matriser som har denna egenskap tillsammans med kravet att
J
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varje element i matrisen &ér en sannolikhet kallas fér stokastiska matriser. Ett tillstand E
som har p;; = 1 kallar vi absorberande.

Vi kommer att anta tidshomogenitet om inget annat anges. Ofta beskrivs Markovkedjor med
diagram; vi listar nagra exempel tillsammans med respektive 6vergangsmatris.

g
« 11—«
«Q
1/2
0 1/2 1/2 1/3
P= 1/3 0 2/3
0 0 1 1/2 2/3
1
"oiooooo0 - ) . ! ) ) )
- 20to0000 - 2 2 2 2 2 2
0lo0loo00 - T R
P = 0020300 - .~y -
- 000%0%0 - 1 1 1 1 1 1
0000101 2 2 2 2 2 2
- 00000230 -

8.2 Overgangar av hégre ordning
For 4, j,n > 0 later vi p;j(n) = P(Xn+k =FE;| Xy = Ez-), vilket dr sannolikheten att med

precis n steg forflytta sig fran E; till E; pa nagot sétt. Om kedjan &r tidshomogen &r detta
uttryck oberoende av k, sa vi kan lika gérna skriva

pij(n) = P(Xn = Ej | Xo = E;), i,j,n>0.

Vi later matrisen P(n) = (p;;(n)) besta av dessa sannolikheter. Hur hénger P(n) ihop med
overgangsmatrisen P?



@ Overgangsmatris av ordning n

Sats. For alla heltal n > 2 giller att P(n) = P".

Beviset for satsen kan goras till exempel med induktion pa n. Vi visar basfallet n = 2:
pij(2) = P(X2 = E; | Xo = E;)
=Y P(Xo=E;| X1 =Ey, Xo=E;) - P(X1 = B | Xo = E)
k

=Y PG =B | X =B P(X, = By | Xo= E)
- Zpkj(l) - pir(1),

vilket dr elementet pa rad i och kolonn j i matrisen P2. Med samma teknik kan man visa
att P(n) = P- P(n — 1), sa det sokta resultatet foljer fran induktionsaxiomet.

>

I Chapman-Kolmogorov
Sats. Om m,n > 0 giller att P(m +n) = P(m)P(n) = P™*".

8.3 Sannolikhetsférdelningar

Om vi vet ingangssannolikheterna p;(0) och 6vergangsmatrisen P for en tidshomogen Mar-
kovkedja, kan vi direkt beskriva fordelningen av sannolikheter efter ett godtyckligt antal
steg n genom ekvationen

p(n) = p(0)P", n =0,

dér vi later p(n) vara radvektorn (po(n),pi(n),pa(n),...) for n = 0,1,2,.... Observera
att p(0) &r radvektorn med ingangssannolikheter.

Allmént kallar vi en vektor = = (mg, m, T2, ...) for en sannolikhetsvektor om ), m;, = 1
och m, > 0 for alla k.

Stationir fordelning
Definition. Lat 7 vara en sannolikhetsvektor. Om 7 uppfyller ekvationen ©# = 7P
kallar vi w for en stationéir férdelning.

En stationér fordelning 7 uppfyller 71 = wP, vilket medfor att om vi later vektorn p(0) av
ingangssannolikheter ges av p(0) = =, sa erhaller vi p(n) = p(0)P" = zP" = 7 for alla n.
Dérav ordet stationér.

Asymptotisk férdelning

Definition. Om lim p(n) = 7w fér nagon sannolikhetsvektor m som inte beror pa
n—oo

ingangssannolikheterna (vektorn p(0)), sa séger vi att 7 &r kedjans asymptotiska
fordelning.

@ Asymptotisk fordelning vs. stationir férdelning

Om en tidshomogen Markovkedja har en asymptotisk férdelning  sa fas denna genom
att 16sa ekvationen m = 7 P.

En asymptotisk fordelning &r alltsa en stationér fordelning. Varfor?

3



Eftersom p(n) = p(0)P" — = enligt antagande (asymptotisk férdelning existerar), kan vi i
gransvirde erhalla
p(O)PHt = (p(0)P™)P
\ \

T = P

da n — oo. Observera att motsatsen inte giller. En stationér férdelning behover inte vara
den asymptotiska fordelningen.

N

¢ Exempel

Med a, f € (0, 1), lat en Markovkedja ha 6vergangsmatrisen P = (1;6 fa ) Finn alla
stationdra fordelningar och bestam (om den finns) den asymptotiska fordelningen.

Losning: Vi borjar med att skriva ut ekvationen m = wP:

o
7T0:7T0(1—6)+7T10é, WO:a—l—ﬁ’
m=nf+m(l-a), & 8
L= mo+m, T ar s
dar vi utnyttjat att my + m; = 1 (annars far vi oéndligt manga losningar). Losningen &r

entydig sa det finns bara en stationér férdelning, sa om en asymptotisk fordelning existerar
maste den sammanfalla med vektorn ovan. Sa hur visar vi att en asymptotisk fordelning
existerar? Ett sédtt ar att helt enkelt rdkna ut gréansvirdet. Det visar sig ganska bokigt att
rikna ut P% P3,... (testa), sa vi anviinder lite linjir algebra. Man kan niistan gissa att
egenvirderna till P dr A = 1,1 — o — 5. Los annars sekularekvationen det(P — AI) = 0.
Motsvarande egenvektorer kan berdknas till

vlsz) och U2:s<_&ﬁ), seR\ {0},

Vi skapar en transformationsmatris 7" med v; och vy som kolonner. Matrisen 7' och dess

invers ges av
(1 =p -1 _ 1 a f

Vi diagonaliserar P genom P = TDT~! dir D #r diagonalmatrisen med egenvirderna pa
diagonalen. Da erhaller vi

n __ —1\n __ nrp—1 _ 1 O " —1
P" = (TDT™Y)" = TD"T _T(O l—a-p) T

1 (a+ﬁ(1—a—ﬁ)” ﬁ—ﬁ(l—a—ﬁ)”)
atf\a-all—a—pB)" f+al—a—p)

- (aﬂ) 7 = 00
a+pB\a B )’ ’

eftersom |1 — a — | < 1. Alltsa maste

) =pOP > a= (5 &5 ). n—oo
oberoende av ingangssannolikheten p(0). Detta ar alltsa den asymptotiska fordelningen .
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Detta ér en ganska lang berdkning for att komma fram till att den stationéra férdelning i det-
ta fall 4r den asymptotiska. Det finns manga satser som garanterar existens av asymptotiska
fordelningar. En av dessa (utan bevis) dr foljande.

<>

e Existens av asymptotisk fordelning

Sats. Om man i en dndlig kedja kan finna ett n > 0 sa att alla element i nagon kolonn
av matrisen P™ &r positiva, sa existerar en asymptotisk fordelning.

I exemplet ovan kan vi alltsa direkt séga att en asymptotisk fordelning existerar, och eftersom
kedjan bara har en stationér férdelning maste denna #ven vara den asymptotiska!

8.4 Vidare klassificering av Markovkedjor

Vi kallar ett tillstand E; tillgéngligt fran tillstand E; om p;;(n) > 0 for nagot n > 0; vi
skriver B, — E;. Om bade E; — E; och E; — L séger vi att tillstanden kommunicerar
och skriver E; <+ E;. Kommunikation &r en ekvivalensrelation pa méngden av alla tillstand.
Med detta menar vi att

(i) E; <> E; for alla tillstand E;;
(i) E; > E; medfor att E; < Ej;
(ii) Om E; <> Ej och E; < Ej, sa giller att E; < Ej.

En ekvivalensrelation pa en méangd delar in méngden i sa kallade ekvivalensklasser. Vi séiger
att tva tillstand som kommunicerar med varandra tillhér samma klass. En Markovkedja dér
alla tillstand kommunicerar med varandra (vi har endast en klass) kallas irreducibel. Finns
det flera klasser kallar vi kedjan reducibel.

Lat fi(i") vara sannolikheten att kedjan efter n steg for forsta gangen sedan starten i FEj
ater igen befinner sig i F;. Vi later f;; = Z fl(ln) vara sannolikheten att kedjan nagon gang

atervinder till tillstand E;. Om f; = 1 kgﬁlar vi tillstandet F; bestindigt och om f; < 1
kallas F; obestindigt. Om ett tillstand &r obesténdigt finns en positiv sannolikhet 1 — f;;
att kedjan aldrig aterviander till FE;.

Varje tillstand i en Markovkedja &r alltsa bestandigt eller obesténdigt.

Om FE; ar bestéindigt, lat den stokastiska variablen T; vara antalet steg innan kedjan ater-

vénder till £;. Om E(T;) = Zn i(i") < oo (det forvantade antalet steg &r dndligt) kallar

n=1
vi E; for positivt bestidndigt. Om E(7T;) = oo kallas tillstandet noll-besténdigt.
Det &r dven sant att dessa besténdighetsegenskaper for tillstand maste delas av hela klasser
i en Markovkedja. Om ett tillstand i klassen till exempel &r positivt bestdndigt sa &r alla
tillstand 1 klassen det.

-\@’- Exempel
111
Lat P = ; G % vara Overgangsmatrisen for kedjan X,,. Rita upp Markovkedjan och
001

0
klassificera alla tillstand. Berdkna alla stationédra fordelningar och den asymptotiska
fordelningen (om den existerar).




Losning: Figur:

1/3
1/3

1/3
1/3 2/3

Vi undersoker nu vilka tillstand som ar besténdiga. Forst ut ar Ey:

1 11 4
fOO—ZfOO “3t5'3 70

Aven E; ar obestéindigt. Om vi tittar ndrmare pa Fy ser vi att tillstandet dr absorberande
(och ddrmed bestindigt); fae = 1. Detta tillstand &r dven positivt bestandigt (sjélvklart).
Vi loser ekvationen w = w P for att hitta stationéra vektorer:

m oy oM =

3 T3 7o T = 0

: = °

7r_+27r1 T -~ ™ =

3 _
T = 1

7To+7r1+7r2 = 1

Inte sa forvanande resultat med tanke pa att tillstand tva ar absorberande.
I matrisen P &r alla element i kolonn tre skilda fran noll, sa enligt satsen ovan existerar en
asymptotisk fordelning, som maste vara den unika stationéra losningen vi fann ovan.

57 Exempel

0

Lat P = 1 | vara 6vergangsmatrisen for kedjan X,,. Visa att P &r en 6vergangs-
0

matris, rita upp Markovkedjan och klassificera alla tillstand. Bestdm alla stationéra
fordelningar och finn den asymptotiska fordelningen om denna existerar.

N =TI
= O

Losning: Eftersom alla rader summerar till ett och alla element ligger i [0, 1] sa dr P en
stokastisk matris, och darmed en 6vergangsmatris for en Markovkedja. Vilken? Vi ritar en
figur:



1/2

1/2
1/4

3/4 1

Vi undersoker nu vilka tillstand som &r besténdiga. Forst ut dr Fy:

Eftersom termer i en geometrisk serie avtar sa snabbt, sa foljer det dven att

E(Tp) = anég) < 0.

n=1

Tillstandet Fjy ar alltsa positivt bestdndigt. Vi fortsétter med FEi:
3 1 1 1
4 2 4 2 2 4 2 2 2
1 . 1 3
=- 42 —+2.2=1.
12 (s ) s
Pa samma sétt som ovan sa avtar termerna i den geometriska serien sa snabbt att

E(T) = anl(?) < 00.

n=1

+1-

NH

fll—an =0+1
n=1

Tillstandet E; ar alltsa positivt besténdigt. Det visar sig att fys blir numeriskt likadan
(betrakta figuren ovan) sa dven detta tillstand &r positivt bestandigt. Alltsa samma for alla
tillstand. Ar denna kedja irreducibel?

For att hitta alla stationéra tillstand l6ser vi ekvationssystemet w = 7P, dvs

To 4 372 -
2 T = To T = 3
To | T2 —
2 T - m o= 2
T = T2 ;
o+ T+ = 1 7T2:7

Eftersom till exempel P? har hela kolonn ett skild fran noll sa vet vi att en asymptotisk
fordelning existerar, och denna maste vara den stationéra fordelningen ovan (eftersom det
bara finns en).



5% Exempel

Lat X,, vara en Markovkedja med tillstanden Ej, El, ... och 6vergangssannolikheter-
na p;p = Zig for ¢ > 1, por = 1 samt p; ;11 =1 — L ofor i > 1. Ovrlga pij = 0. Avgor
om Fj ar besténdigt.

L6sning:

Vi ser att féé) = 0 och att for n > 2,

n—1

o /#—1 H +1) 1 1:2--(n—2)-3-4---m
00 n2: N Pl n? 2:3--n-2-3---n
11 (n—Q)!-n!i 1 no 1
nZ 2 nl-n! 2n2 n—1 2n(n-—1)

For att rdkna ut foo delar vi upp fég )i partialbrak och utnyttjar att summan blir en te-
leskopsumma:

> > 1 1SN/ 1 1\ 1 i 1 1
_ (n) _ i S I | S
Joo ;foo §2n(n—1) 2; (n—l n) 21@1—{20; <n—1 n)

Tillstandet Ey blir alltsa obestandigt!



5% Exempel
Lat X,, vara den oédndliga Markovkedjan med foljande tillstandsdiagram:

6
Om a; = 732 for k =1,2,3,..., klassificera tillstandet Ej.
T

Vi ser att fég ) = 4,_y om n > 2 och att féé) = 0. Vi undersoker om Ej &r besténdigt:

ZfOO —Zanl 6 nlg_l

n=1

enligt valkind matematisk formel. Tillstandet ar alltsa bestindigt. Vidare,

o

6 o 1 > 1
anoo :W_;EEW_/I —dr =00

n=1

Alltsa ar Ej noll-bestandigt!

0 4
7 Man kan visa att Z

_7T
490’

Vad hade hédnt om a;, = sa Fy ar bestdandigt. Blir det

i
nollbesténdigt? Faktiskt sa blir det inte sa eftersom

an / d:v<oo

Om ap = Ck™* for lamplig konstant C' > 0, vart gar gransen pa a for att Ej, skall vara
positivt bestandig?






TAMST9: Forelasning 9
Markovprocesser

Johan Thim*
5 februari 2013
Vad hénder om vi i en Markovkedja har kontinuerlig tid istéllet for diskreta steg? Detta ar

ett specialfall av en kategori stokastiska processer som kallas for Markovprocesser. Dessa
definieras av féljande villkor.

Markovprocess
Definition. En stokastisk process {X;}ies, som tar virden i R, med kontinuerlig tid,
kallas en Markovprocess om

P(Xy, <z | Xy =w1,..., X, =Tno1) = P(Xy, <2 | Xipy = T1)

for alla x, x1, xs,...,x,_1 och alla vixande foljder t; <ty < --- < t,, av tider.

Slarvigt uttryckt innebér detta att det inte spelar nagon roll hur processen har kommit till
ett visst tillstand, utan endast det nuvarande tillstandet bestdmmer vad som hénder hirnést;
precis som for Markovkedjor.

@ Markovegenskapen och exponentialférdelningen
Sats. Om en icke-negativ stokastisk variabel T' har Markovegenskapen, d v s
P(T>t+a|T>a)=PT>t), a,tel0,x]

sa ar T exponentialfordelad.

Bevis: Markovegenskapen implicerar att

P(T >t+a)

P(I'>t)=P(T>t+a|T>a)= PT>a)
a

sa P(T'>t+a)=P(T > a)P(T >t) for alla a,t > 0. Lat g(s) = In P(T > s) for s > 0. Da
kommer g att vara hogerkontinuerlig (varfor?) och

g +y)=g(x)+9g(y), =z,y=>0.

Lat m,n € N med n # 0. Da maste

s (§2) £ 0) () - (-2
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Vidare ser vi da att
m o 1 m
— ) = — ] = —g(1).
0(7) =200 (3) = o

Alltsa har vi visat att g(s) = sg(1) for alla positiva rationella tal s. Eftersom alla reella tal kan
approximeras godtyckligt ndra med rationella tal (vi kan vilja en sekvens r,, sa att r, € Q
och r,, = s med r, > s for alla n) och g dr hogerkontinuerlig, foljer det att g(s) = sg(1) for
alla s > 0. Detta implicerar direkt att

Fr(s)=1-P(T>s)=1-¢"® =1—¢  5>0,

dédr A = —In P(T > 1). Detta ér fordelningsfunktionen for en exponentialférdelad variabel T'.

9.1 Markovkedjor med kontinuerlig tid

Vi betraktar den sa kallade fodelse-déds-processen. Typexemplet ér att lata X (t) vara
antalet kunder vid ett betjéningsstélle vid tiden ¢. Det foljer att tillstandsrummet E lamp-
ligen viljs som £ = {0,1,2,...} (4ndligt eller odndligt). Tanken &r att processen nu endast
kan dndra sitt tillstand med ett steg i vardera riktning, alternativt inte dndra sig alls. Vi
preciserar i féljande definition.

Fodelse-dods-process
Definition. Den stokastiska processen { X (t)}sc(0,00 &1 en fodelse-ddds-process om
och endast om, i alla sma tidsintervall |¢,¢ 4 h[, féljande géller:

(i) tillstandet okar fran k till k£ + 1 med sannolikhet A\h + a(h),
(ii) tillstandet minskar fran k till £ — 1 med sannolikhet uxh + b(h),

(iii) tillstandet &r oférédndrat k med sannolikhet 1 — A\gh — pih + c(h).

Vi kréaver att a(h) + b(h) + c(h) = 1 och att pg = 0.

Vi kallar )\, for fodelseintensiteterna och ;. for déodsintensiteterna.

M1 H2 M3 Ha
o N o Qs

Detta dr en Markovkedja med kontinuerlig tid. Tyvérr kan vi inte 16sa ut sannolikheter lika
enkelt som for Poissonprocessen (det gar att stéilla upp liknande differentialekvationer, men
forutom i specialfall blir dessa svarlosta). Vad vi kan gora dr att med lite argumentation
ta fram stationdra sannolikheter. Om kedjan befinner sig i ett stationért tillstand maste
det rimligen vara samma "flode” in och ut ur ett tvarsnitt av grafen ovan. Vi kikar mellan
tillstand n och n + 1:



Hn+1

Antag att kedjan befinner sig i jamnvikt (har uppnatt ett stationért tillstand). Lat p,, vara
sannolikheten att kedjan befinner sig i tillstand n. Da maste p,\, = pni1iny1 for att vi ska
ha jamnvikt. Saledes blir

)\n )\n )\n—l >\n)\n—l e )\0
pn — pn_l e S
Hn41 Hn+1 Hn Hn+1fn - 1

Pn+1 = Po-

Vidare vet vi att alla p, maste summera till ett (kedjan maste befinna sig i nagot tillstand),
sa

forutsatt att

- < 00.

Vi finner alltsa att

Mo Ao -1 DD VT
Po = (1+_0+ 0 1"’) OCh anrl:#pO'
M1 pipe2 Hng1fn - - 1

57 Exempel

Biluthyraren Billy har fyra stycken likadana bilar och hyr ut i linjar taxa (sa har du
bilen i 28 timmar betalar du for 28/24 ~ 1.17 dygn). Antag att kunder anldnder som
en Poissonprocess med intensitet A = 1.8 per dygn. Varje uthyrning har exponential-
fordelad utlaningstid med véntevarde 1.5 dygn och vi antar att olika uthyrningar ar
oberoende av varandra. Vad &r sannolikheten att en kund forloras (pa grund av att
alla bilar &r uthyrda)? Skulle man tjdna pa att ha en extra bil for samma kostnad man
betalar for att leasa ovriga bilar?

Losning: Vi ténker oss en fodelse-dods process X (t) med fem tillstand (noll till alla fyra
bilar uthyrda), dar \; = 1.8, p; = ip for i = 0,1,2,3,4 och p = 5 Vi skissar processen:



Vi stéller upp uttrycken for den stationéra fordelningen:

B AN T N o
Po = 1+;+2—M2+3!—/ﬁ+m oc Pn = Po-

Med siffror erhaller vi vektorn
p= ( 0.0779 0.2103 0.2839 0.2555 0.1725 )

Det ar alltsa 17.3% risk att uthyraren forlorar en kund (detta intréffar da processen befinner
sig i tillstand 4 och alla bilar &r uthyrda). Det forvintade antalet uthyrda bilar &r

E(X(t) = kp,=2234

sa forvantad vinst per tidsenhet blir 2.234a — 45 dér « ar uthyrningspriset och 3 ér kostnad
for en bil.
Vi gor om samma beridkning med fem bilar istéllet. Det som &ndras &r att vi har ett extra
tillstand for fem bilar uthyrda. Vi finner nu att

p= ( 0.0712 0.1924 0.2597 0.2337 0.1578 0.0852 ) :

Alltsa &ar det nu 8.5% chans att vi forlorar en kund. Béattre, men ar det vért priset? Det
forvintade antalet uthyrda bilar ar

E(X(t)) = i kpe = 2.47

sa forvantad vinst per tidsenhet blir 2.47a — 55 med « och [ enligt ovan. Svaret pa om det
ar vart priset att skaffa en bil till beror alltsa pa uthyrningspris och kostnad foér bilarna, men
vi har nu en uppskattning av pa vilket sétt!

9.2 Mer om Exponentialféordelningen

Om vi summerar tva oberoende variabler X och Y ges tathetsfunktionen for Z = X +Y av
f20) = [ fe()fr(e - o dos

se foreldsning 4. Antag att X, Y ~ Exp(u) &r oberoende. Da blir

fz(2) = / fx(@)fy(z —x)de = p?e"”/ M dp = zpPe M 2> 0.
0 0

Genom induktion kan man visa att, om Wi, Wy, ... . W,.1 ~ Exp(u) &r oberoende, sa
har W = W, + Wy + - - - W, tathetsfunktionen

fu () = (pw)"

n!

T

pe Mo w > 0.

4



Denna fordelning brukar kallas Gammafordelningen. Ofta ser man W ~ I'(n + 1, u).
Genom partialintegration (i n steg) kan vi rdkna ut att

Fy(w) = /waw(t)dt =1- e_“wzn:(ukil)k, w > 0.
k=0 '

@ Gammaférdelning
Sats. Vi skriver att X ~ I'(a, p), o, pu > 0, om

fx(z) = 'u—xa’le””, x> 0.

Variabeln X uppfyller E(X) = % och V(X) = %
u pu

Hér dr I'(«) gammafunktionen, och om a = n > 1 &r ett heltal kan den berdknas en-
ligt I'(n) = (n — 1)!. Observera dven att I'(1, u) ar Exp(p).

@ Summa av oberoende Exp(u)-variabler

Sats. Om W, ~ Exp(u), ¢ =1,2,...,n, dr oberoende sa &r

W:W1+W2+---+Wn~F(n,u).

Ibland vill man &ven ta minimum av exponentialférdelade variabler, och da géller féljande.

@ Minimum av oberoende Exp(uy)-variabler

Sats. Antag att X; ~ Exp(u;), i = 1,2,...,n, r oberoende. Da géller att

X =min{ X1, Xo, ..., X, } ~ Exp(uq + po + -+ + pn)-

Vi later
X = miH{Xl,Xg, “o ,Xn}

Eftersom variablerna X; ar oberoende erhaller vi

Fx(z)=P(X<z)=1-P(X >z)=1—Pmin{ X1, Xs,..., X, } > )
=1-PX;>2)P(Xyg>x) - P(X, >x)=1—e T H2T... o7

=1—exp <—x2uk> :
k=1
vilket ar fordelningsfunktionen for en exponentialfordelad varibel.

9.3 Koteori: terminologi och notation

Det naturligaste exemplet pa ett kosystem &r kanske en affar med ett visst antal kassor.
Kunder kommer, stéller sig i k6, betjdnas, och gar darifran. Men komodeller existerar i
valdigt manga mer abstrakta tillimpningar. Till exempel anvénder en router for datapaket
en ko for att ta mot paket samtidigt som paket vidarebefodras. Vi kommer mest att studera
koer i termer av stationédra fordelningar .
Foljande illustration beskriver situationen.



Betjéning

Potentiella
kunder

|

Betjaning

Kunder ankommer till ett kdsystem med viss intensitet A, véantar, betjdnas och lamnar
systemet med intensitet p.

Vi kommer att beteckna olika kosystem med notationen A/B/c/K/m/O, dér dessa bok-
staver har foljande betydelse:

Fordelning for tiden mellan kundankomster; typiskt M (Markov).
Fordelning for betjaningstiden; typiskt M (Markov).

Antal betjaningsstéllen.

Maximala antalet tillatna kunder i systemet; typiskt oo.
Maximala antalet kunder i populationen; typiskt oco.

OCE Rao P>

Betjdningsordning; typiskt FIFO (first-in-first-out).

Till exempel M/M/1 dr en k6 med "Markovsk” ankomst- och betjianingstid (vilket innebér
exponentialfordelade tider). Det innebér dven att ankomsterna drivs av en Poissonprocess.
Vidare har vi bara ett betjéningsstélle. Om bokstidver &r utelimnade i slutet antar vi de
typiska vérderna, sa i vart exempel &r K = m = oo och ordningen FIFO.

For att beskriva trafiken genom systemet introducerar vi foljande stokastiska variabler:

Ny(t) =

NS (t)

N(t) = totala antalet kunder i systemet vid tiden t,
W = kétiden for en kund,

S = betjdningstiden for en kund,

talet kunder i kon vid tiden ¢,
talet kunder i betjéning vid tiden ¢,

aln
alx

T = totala tiden i systemet for en kund.

Observera att T'= W + S samt N(t) = Ny(t) + Ny(t). Néar vi pratar om kosystem anvinder
vi vissa parametrar for att beskriva trafiken. Intensiteten A\ anger ankomstintensiteten

och p = £(S) anger betjaningsintensiteten. Vi anvinder ocksa utnyttjandegraden
AE(S) A
p = = —,
c cp



>

%@ Littles formler

Sats. Med beteckningarna ovan géller att

E(N(t)) =AE(T) och  E(N,(t)) = \E(W).

Bada dessa kénns inte helt orimliga intuitivt. Det forvintade antalet kunder i systemet
borde vara lika med ankomstintensiteten ganger den forvantade tiden varje kund befinner
sig 1 systemet; Alltsa E(N(t)) = AE(T). Pa liknande sétt forefaller Littles andra ekvation
rimlig. Lite mer noggrant: vi infor beteckningarna 7; fér tiden kund ¢ &r i systemet, och
funktionerna A(t) och D(t) &r antalet ankomna kunder respektive avgagna kunder vi tiden t.
Det foljer ddrmed att N(t) = A(t)—D(t) ar antalet kunder i systemet vid tiden ¢. Vi antar att
systemet &r tomt vid tiden ¢t = 0 (N(0) = 0) och fixerar en tidpunkt ¢y da vi for enkelhetens
skull antar att systemet &r tomt igen: N(¢y) = 0.

Y
11 1
— 111 —
10 1
T1o
9 4
Ty

41 l ---D(t) ----

(S NN
2
~
~—

+ + + +— t
0 to
En realisering av den stokastiska processen {N(t)}.
Den skuggade arean kan beriknas pa flera sétt:
to D(to) Alto)
Nt)ydt=>» T;= T, (1)
0 k=1 k=1

eftersom N(tp) = 0 sa A(ty) = D(to).
Det forefaller rimligt (behover bevisas) att

%ﬁW@ﬁ%ﬂMm,m%m

Pa samma sitt borde ocksa vara sa att, om T ar tiden for en kund i systemet,

1 A(t
E(T) = lim T, och A= lim (to)
to—o0 A(t(]) to—oo  tg



Men detta innebér enligt (1) ovan att
E(N(1)) = AE(T),

vilket ar precis vad vi ville visa. Saken &r biff! Pa liknande sétt kan Littles andra formel
"bevisas.”

Observera att vi inte gjort nagra antaganden kring fordelningar och turordning i systemet,
sa dessa formler géller i valdigt generella fall. Vi kréaver egentligen bara att systemet befinner
sig i ett stationért tillstand. Kom bara ihag att A 4r den verkliga intensiteten in i systemet,
sa om man har ett system dar kunder kan avvisas maste X\ skalas om for att ta hénsyn till
detta.

N

5% Exempel

Tre inkopare fyller pa ett forrad med varor med intensiteterna 24, 48 respektive 36
varor per vecka. Forradet dr stort och blir aldrig fullt. Genom bokféring vet man att
det finns i genomsnitt 2800 varor i férradet. Chefen blir en dag orolig for att varorna
ska bli for gamla och fragar statistikern i foretaget hur lang tid i medel en vara ligger
i forradet.

Losning: Fragan verkar vid forsta anblick svar att svara pa, vi har ju néstan ingen informa-
tion! Hur plockas varor ut (ké-ordning)? Hur ofta? Men faktum &r att sa linge vi antar att
forradet befinner sig i ett stationért tillstand, kan vi anvédnda Littles formel. Total intensitet
in i systemet & A = 24 4 48 4+ 36 = 108 varor per vecka och E(N(t)) = 2800 varor. Vi
erhaller alltsa forvantad tid i lagret E(T") = 2800/108 = 28 veckor.
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10.1 M/M/1 ké

Ankomsttider och véntetider dr exponentialférdelade och vi kan beskriva systemet som en
fodelse-dods-process dér vi har konstant fodelseintensitet A (ny kund anlédnder) och konstant
dodsintensitet p (kund har fatt betjaning och gar sin vig). Kedjan ar odndlig (finns inget
max-antal kunder i kon). Figur:

I 1 1 e
\ A ) Y
Om
A p
1 A _
+u+ + Zp it Gl

det vill siga om p = A\/pu < 1 (dod51nten51teten storre an fodelseintensiteten), sa uppfyller
jamnviktsfordelningen 7 att

mo=1—p och e = mopt = (1 —p) p*, Ek>1.
Detta kdnner vi igen som den geometriska férdelning. Vi skriver att X ~ Ge(p) om
px(k)=(1—p)p*, k=0,1,2,3,....

Vi sammanfattar lite information om den geometriska férdelningen.

<>

e Geometrisk fordelning
1—
Sats. Om X ~ Ge(p) med 0 < p<1lsaar B(X)= | P och V(X) = 2p'
—p p

Faktum é#r att vi redan bevisat uttrycket for £(X) och V(X) i forelasning fem.
Vi har alltsa N (t) ~ Ge(p), sa E(N(t)) = p/(1—p). Littles sats implicerar att den forvantade
totala tiden i systemet for en kund ges av

*jothi@mai.liu.se



Aven varianserna kan beradknas:

p 1
V(N(t)) = och V(T) =
(1—p)? (1= A)?
Yy Yy
E(T) V(T)
E(N(t)) V(N(t))
: : : : P : : : : p
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Vi ser i figurerna ovan att systemet blir instabilt da nyttjandegraden p nédrmar sig ett.
Viénteviarderna vixer kraftigt och dven variationen i véntetid och antal personer i systemet
okar kraftigt, vilket gor forutsiagelser opalitliga. Detta ar ett fenomen i de flesta kosystem.
Vi kan dven rdakna ut forvintad kotid och forvéantat antal kunder i kon:

BOW) = B(T) = B(S) = == = 3 = "
)\2 _ p2
plp—=2)  1-=p

10.1.1 Véantetider

Antag att det dr n personer i kon nér nésta person anldnder. Den totala tiden 7' i systemet
for denna person #r summan av n + 1 stycken oberoende variabler T; ~ Exp(u). Enligt
foregaende foreldsning ger detta upphov till Gamma-férdelningen, sa

:/th(x)dle—e_“tZ(/;—t')k, t>0.
0 !

k=0
Men det &r inte alltid precis n kunder fére oss nér vi kommer, sa hur finner vi férdelningen
for T utan detta antagande? Svaret kommer i form av lagen om total sannolikhet:

Pr(t) = P(T <t) ZP )P(T <t | N(t)=n)
=> (1=p)p"P(T<t| N(t)=n) =) (1-p)p" <1 Sy (/:t') )
n=0 — Pt |
e L (ut)* ot > (ut)F & )
=1l—c¢ ﬂnzzo(l—p)p %%:1—6 ;%;(1_p>p
:1_€“t§:<’0’2—?k:1_e”t(1p)zl_et(uA).



Vi har alltsa visat att T ~ Exp(p — A), sa speciellt & E(T) = 1/(u — A) (vilket vi redan
visste).

P& samma sitt kan man visa att Fyy(w) = P(W < w) = 1 — pe™#=N_ w > 0. Notera
att Fy(0) = P(W = 0) = 1 — p &r sannolikheten att kon &r tom nér en kund anléander. Vi
kan dven finna detta genom sannolikheten att betjaningen ar upptagen:

P(N(t) > 0) = P(N() 2 1) = 1 = m = p,

A
sa p = — ar verkligen nytjandegraden.
i

N

Exempel

En router med stort arbetsminne (odndlig bufferkapacitet) och véldigt snabb processor
har en utgaende bandbredd pa 100 Mbps (som routern kan fylla). Paket som kommer
in till routern har en storlek som &r exponentialférdelad med vantevirde 16 Kbit, och
paket anldnder enligt en Poissonprocess med A = 2000 paket per sekund. Hitta en
lamplig ko-modell, och svara pa foljande:

(a) Forvantat antal paket i routern och forvéntad svarstid.
(b

) Sannolikhet att ett paket tar mer &n 0.5 ms att behandla.
(c¢) Sannolikhet att routern ar "idle” (inte har nagra paket i systemet).
)

(d) Sannolikhet att routern har mer &n ett paket i systemet.

Losning: Vi véljer en M/M/1 k6 med A = 2000 paket/s och

~ 100 Mbps 100000

F= e Rkbit — 16 = 6250 paket /s.

Lat p=A/pu = 0.32.

(a) E(N(t)) = % ~ 0.47. Ett halvt paket i kon alltsa. Svarstiden &r tiden for paketet
—-p

att ta sig genom systemet, vilket blir

1
BE(T)= —— =02 .
(T) 5 — 02853 ms

(b) Sannolikheten att det tar mer &n 0.5 ms for ett paket fas enligt

P(T >0.5ms) =1— P(T <0.5ms) =1 — (1 — e 5W=N/1000) 1194,

(c) Sannolikheten att kon &r tom ges av P(N(t) =0) =7y =1 — p = 0.68.
(d) PINO) > 1) =1—P(N(t) <1)=1— 7 —m ~ 1 — 0.68 — 0.22 = 0.10.

10.2 M/M/c kb

Ankomsttider och viintetider adr exponentialférdelade och vi kan beskriva systemet som en
fodelse-dods-process dér vi har konstant fodelseintensitet A (ny kund anlénder) och en déds-
intensitet som &r p vid en kund i systemet, 2u om det ar tva, 3u om det &r tre och sa
vidare upp till ¢. For fler &n ¢ kunder ar dédsintensiteten cu. Kedjan ér odndlig (finns inget
max-antal kunder i kon).



A
Lat p = —. For att kunna prata om en stationér fordelning ar det tillrackligt att p < 1, for
Cp

da ar
c—1 [e’e)
)\k )\k A )\2 /\3 ¢ )\c—&-l )\c+2
EEEnh—— _ R - e ...
P k' ; clck—cyk T L 313 clpe T clepctt T cle2pet?
c—1
(cp)*  (ep) 1
= < .
— k! * cd 1—p >

Den stationéra férdelningen ges nu av

Pt C' ]__
och
k
P k<
k!
T — kc
010 ) k>c
c!

Sannolikheten att alla betjaningsstéllen ar upptagna ges av uttrycket

C o0 k c
) Zm D, _ (cp)

c [ cp)© c =1 (cp)t”
< ké(}g) _,_M.L) (ep)e+ (1 —p) kzo%

c! 1—p
Denna formel ér kiind som Erlang C-formel. Ofta beridknas den enklast genom

¢ 1 ue

—_(ep)
0(07/\/M>_7T0 ol 1_p—1_p

Forvantat antal kunder ges av

Zm_m (Z/{: My ’“p_c>

k=c+1

Vi betraktar en del av hogerledet i taget. Forst,

. (cp)* “ (cp - 1 (ep) 1
Woka 1 zﬁocpkz(k Z —7rcp T a =,
-0 =1

= cp — cpC(c, A/u),




om vi utnyttjar uttrycket for my givet i (1) ovan. Fér den andra delen,

>\ kpket Te b1 Te d <= 4
SRS DTAREL o
k=c+1 k=c+1 k=c+1

. d a1 . 0
= _— ¢ = 1
p“dp(p 1—p) 1—p<(6+ )p+1—p
T p
- l—p(0p+1—p)'

Vi summerar dessa tva och finner att

E(N(t)) = cp — cpCle, N\ ) + 17icp (cp + Tpp) =cp+ %C(c, A ).

Littles sats kan nu anvéndas for att ta fram féljande uttryck for relevanta forvéintade varden:

pr) = 250 - _Lceam+ o,
BOV) = B(T) = B(S) = —5.C(e.\ /1),
E(N(0) = AE(V) = . Cle )

Man kan &ven hérleda fordelningar for 7" och W likt férra fallet, men vi nojer oss med de
forvintade varderna.
En annan fordelning som dock kan vara intressant ar avgangstiden X om alla betjaningar ar
upptagna. Vi har ¢ stycken betjaningar och var och en har exponentialférdelad betjénings-
tid .S; med intensitet p. Variabeln X kan skrivas som minimum av S, Sy, ..., S, och far da
fordelningsfunktionen

Fx(z)=1—e* 2z >0.

Detta ar fordelningsfunktionen for en exponentialférdelad variabel med intensitet cu. Vi
har alltsa visat att X ~ Exp(cp). Om bara k betjdningar &r upptagna, 1 < k < ¢, sa
ar X ~ Exp(kp).

N

¢ Exempel

En M/M/3 k6 har A = 3 och p = 2. Vad ar den forvéntade ko-tiden? Vad &r sannolik-
heten att en ny kund far sta i k6?7 Om alla betjéningar &r fulla, vad &r den forvéintade
tiden till en betjaning blir ledig?

Losning: Vi har ¢ = 3 och en Markov/Markov modell, sa tider blir exponentialfordelade.
Sannolikheten att vi far sta i ko ges av, med ¢ = 3 och p =1/2,

P(N(t) >¢) = f:wk =C(e,\/pu) =0.2368

eftersom
2 k 3
1 3p)"  (Bp) 1
= . =4.75
2ty 1=,

k=0



och

Te (ep)e 1
Ap) = = .

Forvantad kotid: E(W) = 0.0789. Om alla betjéningar &r fulla vet vi att fordelningen for
tiden till dess att nagon lamnar systemet dr Exp(cp), sa den férvéntade tiden blir 1/cu = 1/6.

10.2.1 M/M/2

Om ¢ = 2 har vi med p = \/2pu specialfallet

XA N3 = A\ p 1+p
1+ 24+ 2 =142 Z) =142 =1L
MR TR i ;(2/) TS, Ty

vilket dr &ndligt om A < 2. Jamnviktsfordelningen m uppfyller att

1-— 1
7r0:—'0 och 7Tk:2pk-j, k=1,2,3....
1+p 1—0p
Formlerna for forvantade varden blir nu lite enklare:
2p 1/p
E(N(t)) = E(T) =
(V(®) = 725 1) - 25
2 3
P 2p
EW)=—"— BW,0) =
(1 —p?) ! 1—p?
@ Exempel

Den nuvarande databasservern har en betjaningsintensitet u och en ankomstintensi-
tet A. Prestandan borjar bli for dalig och man ska uppgradera. Jamfor foljande val:

1. Koper en ny server med betjaningsintensitet 4.

2. Koper tva stycken nya servrar med betjaningsintensitet 2 och kor dessa med
en gemensam ko.

Vilket alternativ ger bést prestanda?

Losning: Alternativ ett d&r en M/M/1 situation och alternativ tva en M/M/2 situation. Vi

jamfor. Lat py = — och po = ———. Numeriskt ér alltsa p; = ps.
4 2-2u
| E(N(1) E(lT) EW)
Alt. 1| 2 A
1 g 4u(11— p) Ap(l = p1)
Alt. 2 P2 P

L=pi  2u(1—p3) 2u(l—p3)
Om vi jamfor kvoten av de olika F(N(t)) for alternativen ser vi att

Alt. 1 15 _ 14
Alt. 2 22 2

—p

L,

6



eftersom p < 1. Koldngden blir alltsa i snitt langre for alternativ tva, vilket borde innebéra
sdmre prestanda. Samma sak géller 6vriga kvoter, bada ger samma uttryck (1+p)/2 < 1, sa
alternativ ett har kortare véntetid och kotid. Speciellt om belastningen &r ganska liten far
vi en stor skillnad.

Detta &ér en allmén princip. Om vi inte har ett problem som har en struktur som gor att
parallell hantering snabbar upp sa gar det snabbare med ett dubbelt sa snabbt enkelsystem
som tva langsammare.

10.2.2 M/M/co

Om det finns oéndligt manga betjaningsstéllen konvergerar my till

00 )\ k -1
ne (T e

k=0

dér a = A\/p, och ddrmed blir

ak

szyei, kZO

Vi har alltsa visat att N(¢) ~ Po(a). I detta fall kan vi alltsa anvidnda egenskaper for
Poissonfordelningen (tabeller etc) for att rakna ut sannolikheter.

Sa nér har vi odndligt manga betjaningsstéllen? Kanske inte sa ofta i verkligheten, men om ¢
ar valdigt stort kan denna modell enkelt ge approximativa svar pa parametrar av intresse.

10.3 M/M/1/K

I detta fall har vi ett betjaningsstélle och en begridnsad kéldngd. Maximala antalet kunder
i systemet dr K. Typiskt exempel ar dataswitchar av olika slag som har en buffert for
inkommande paket men endast kan behandla ett paket i taget. Fragan blir ofta hur stor man
ska dimensionera bufferten (K) for att inte tappa bort for manga paket.

I I N a I
A\ A\ By by A

Lat a = A/u. Den stationéra fordelningen, som finns oberoende av A och p (varfor?), ges av

K -1
1—a
M(Z“k) = m oh me=md 1Sk<K,
k=0

om a # 1. Om a = 1 blir N(t) likformigt fordelad pa tillstanden {0,1,2,..., K }.
Om a # 1 foljer det att

e
_a '1+aKEK(a—1)—1) _a (K + 1)af+!

a—1 1 — af+1 a—1 1 —afk+t 7




och om a =1 blir E(N(t)) = K/2.
Den verkliga intensiteten Ay, in i systemet ges av

M= (1= P(N(t) = K))A = (1 — 7).

Intensiteten att kunder avvisas ges alltsa av Ay
Vi har dven E(T) = E(N(t))/Ain och E(W) = E(T) — E(S), samt att nyttjandegraden p
ges av p = A\ /p = a(l — 7).

5% Exempel
En dataswitch har forhallandet 0.5 mellan ankomstintensiteten A och betjédningsin-

tensiteten p, dvs a = A/p = 0.5. Hur stor buffert behovs for att sannolikheten for
paketforlust blir < 10737

(1—a)a
1 — gEK+1
varden pa K och finner att K = 9 stycken dr den minsta lingden pa buffer vi kan acceptera.
Sitter man vid en dator kan man anvidnda MATLAB:

Losning: Sannolikheten for paketforlust &r P(N(t) = K) = mx = . Vi testar olika

>> a = 0.5;
>> K = (1:1:10);
>> ((1-a).*a.”K) ./ (1 - a.~(K+1))
ans =
0.3333 0.1429 0.0667 0.0323 0.0159 0.0079 0.0039 0.0020 0.0010 0.0005
>> ((1-a).*a."K) ./ (1 - a.”(K+1)) < 10°(-3)
ans =

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

104 M/M/c/c

Specialfallet ndr K = c ar intressant da det innebér att vi helt enkelt inte har nagon ko, utan
bara ¢ betjéningsstéllen och kunder som anlénder nér det &ér fullt vid betjdningarna avvisas.
Markovkedjan ar &ndlig, och kan ses nedan.

f 2p 3p Ap (c—Du cp
) \ \ Y Y \

Eftersom kedjan ar dndlig behovs inget extra villkor pa A och p. Lat a = A/u. Den stationéra
fordelningen ges av

-1
c CLk a
Ty — <ZE och 7T]€:7TOH, 1§k’§C
k=0

Det foljer att



