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1.1 Begrepp

Ett slumpforsok ér ett forsok dér resultatet ej kan forutsdgas deterministiskt. Slumpforsoket
har olika mojliga utfall. Vi later Utfallsrummet €2 vara méngden av alla mojliga utfall. En
hindelse ar en delméngd av €2, dvs en méangd av utfall. Men, alla mojliga delméngder av 2
behover inte vara tillatna handelser. For att precisera detta krdver vi att méngden av alla
héndelser (detta dr alltsa en méngd av méngder) &r en sa kallad o-algebra. Vi definierar detta
begrepp lite senare.

@ Exempel
1. Myntkast: 2 = { Krona, Klave }.

2. Tarning (T-6): Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A = {1, 3, 5} och B = {4} ar exempel pa
handelser.

3. Tiden till bilen gar sonder: Q@ = [0,00[ = {x € R: 2 > 0}. T ex A = [0, 10[ &r héndelsen
att bilen gar sonder innan 10 tidsenheter gatt.

1.2 Mangdliara

En méngd M é&r en samling element utan ordning. Antalet element (kardinaliteten) i méangden
betecknar vi [M|. Om méngden dr dndlig dr detta alltsa bara hur manga element som finns i
méangden. Om méngden innehaller oéndligt manga element blir begreppet lite krangligare. En
delméngd A C M innehaller endast element fran M (mojligen alla viarden i M, eller inga).
Méngder illustreras ofta med Venn-diagram. Nedan dr hela rektangeln utfallsrummet €2 och de
skuggade omraderna olika delméngder.
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1.3 Sannolikhet

A ar en héndelse och A* dess komplement. Komplementet A*
ar hiandelsen att A inte intréffar. Komplementet A* bestar av
alla utfall (i Q) som inte finns i hiandelsen A.

Snittet A N B mellan handelserna A, B C 2. Handelsen att
bade A och B intraffar.

Om AN B = ( (tomma mingden) sa kallas A och B for
oforenliga (eller disjunkta). Tva oférenliga héndelser kan
ej intréiffa samtidigt.

Observera att AN A* = ()

Unionen A U B mellan héndelserna A, B C ). Héndelsen att
nagon av A och B intréffar (eller bada).
Observera att AU A* = Q2 (hela utfallsrummet).

Skillnaden A\ B = AN B*. Alla utfall i A utom de som &ven
ligger i B. Handelsen att A intréaffar men inte B.
Observera att A* = Q \ A.

Symmetriska skillnaden: AAB = (A\ B)U(B\ A). Hindelsen

att en av A och B intréaffar, men inte bada. Exklusivt eller.

Héndelser skulle som sagt vara element i en g-algebra, vilket &r ett objekt som definieras enligt

foljande.



o-algebra
Definition. F ar en c-algebra pa 2 om F bestar av delméngder av €) sa att

(i) Qe F.
(i) om A € F sa ar A* € F.

(iii)) om Ay, Ay, ... € F sa ér unionen A; U Ay U--- € F.

Det enklaste exemplet pa en o-algebra dr F = {2, 0}, dvs endast hela utfallsrummet och den
tomma méngden. Av forklarliga skidl kommer vi inte sa langt med detta. Ett annat vanligt
exempel #r att F bestar av alla mojliga delméngder till Q; skrivs ibland F = 2%, och kallas
potensméngden av €. Denna konstruktion ar ldmplig nér vi har diskreta utfall. Om ) bestar
av ett kontinuum sa visar det sig dock att 2 blir alldeles for stor for manga tillimpningar.

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsmatt

Definition. Ett sannolikhetsmatt pa en g-algebra F 6ver ett utfallsrum €2 tilldelar ett tal mel-
lan noll och ett, en sannolikhet, for varje handelse som &r definierad (dvs tillhor F). Formellt
dr P en méangdfunktion; P: F — [0, 1]. Sannolikhetsmattet P maste uppfylla Kolmogorovs
axiom:

(i) 0 < P(A) <1 for varje A € F.
(i) P(Q) = 1.

(iii) Om AN B = () sa giller att P(AU B) = P(A) + P(B).

Formellt ar det alltid en trippel (Q, F, P) nér vi diskuterar sannolikhet, men vi later ofta F
vara underforstadd.

Masstolkning: Ibland tolkas P(A) som héndelsen A:s sannolikhetsmassa. Ger en intuitiv bild
av sannolikhetsfordelning mellan handelser (ofta grafiskt). Rita proportionerliga Venn-diagram!
Foljder av dessa axiom innefattar foljande.

e Egenskaper for sannolikhetsmattet
A7) =1- P(A);

AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B);

Bevis? Rita Venn-diagram!

1.3.1 Klassiska definitionen av sannolikhet

Ett forsok dar varje utfall har samma sannolikhet sidges ha likformig sannolikhetsfordelning.
Om Q ar dndlig, sdg |2 = m, sa ar P(w) = 1/m for varje utfall w € Q.
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For en likformig sannolikhetsfordelning pa €2 sa giller for en héndelse A C €2 att

P(A) = |A]  "gynsamma utfall”
Q] "mojliga utfall”
_\?,_ Tva tarningar

Vi kastar tva rattvisa tdrningar. Lat C vara héndelsen att podngsumman blir sju. Vad é&r
sannolikheten for C7

Losning: Det finns 36 st mojliga utfall. Det forsta kastet ger sex mojligheter, och fér vart
och ett av dessa utfall far vi sex nya mojligheter vid andra kastet. Av dessa fall ar foljande
"gynsamma’:

C ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

Vi representerar kasten som tva koordinater, den forsta ar fran téarning ett och den andra fran
tarning tva. Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen far vi
6 1

PC)= g =2

1.3.2 Frekvenstolkning

Vi upprepar ett forsock n ganger och réknar antalet ns ganger som héndelsen A intréffar. Den
relativa frekvensen definieras som n4/n. Om n — oo forefaller det rimligt att na/n — P(A).
Detta kallas frekvenstolkningen av sannolikhet. Som exempel, 1at oss singla slant manga ganger
och rékna antalet kronor (A = {Krona}) och plotta den relativa frekvensen:

na/n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Om myntet dr symmetriskt forvantar vi oss att ny/n — 1/2 (eller hur?).
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1.4 Oberoende

Oberoende
Definition. Tva héndelser A och B kallas oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Observera att denna likhet inte géller i allménhet. Ta till exempel héndelsen A = {Krona}
och B = {Klave} vid ett myntkast. Klart att AN B = sa P(AN B) = 0. Men
1 1 1
P(AP(B)==-==- .
(A)P(B)= 55 = #0
Sjéalvklart d&r A och B inte oberoende. Observera dven att om vi pratar om tre eller fler hindelser
blir definitionen av oberoende krangligare; se boken.

1.5 Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om vi har en tvastegsprocess av valmojligheter, dér vi i forsta steget
har n; mojligheter och i det andra n, mdojliga val, sa finns det totalt sdtt n, - ny kombinationer.

N

Q Exempel

En tre-rétters meny har 2 forrétter, 3 varmratter, och 4 efterdtter. Hur manga olika maltider
kan man bestélla om man vill ha forratt, varmratt och efteratt?

Enligt multiplikationsprincipen blir det 2 - 3 - 4 = 24 olika maltider.

Nagot lite krangligare? Vi utnyttjar multiplikationsprincipen for att reda ut féljande scenario.

L

Q Inbrottstjuven

Inbrottstjuven Ivar férsoker 6ppna 10 st dorrar, Dy, Do, ..., Do, och att Ivar har 80% sanno-
likhet att lyckas med varje dorr. Vad &r sannolikheten att exakt sex st dorrar blir 6ppnade?

Losning: Vi antar att 6ppnandet av olika dorrar 4r oberoende av varandra (dr det rimligt?). En
viss foljd av resultat, t ex D1 =Y, Doy = N, D3 =Y,... Dy = N (med sex st Y, 6ppna dorrar,
och fyra st N, misslyckade forsok), har eftersom handelserna dr oberoende sannolikheten
P(D1=Y,....Dig=N)=P(D1=Y)P(Dy=N)---P(Dip = N)
=0.8-02----0.2
=0.8°.0.2" ~ 4.194- 107"

Hur manga sadana foljder finns det? Vi har tio dorrar och skall vilja ut sex st som 6ppnas:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
10 9 8 7 6 5

Dorr 1 kan vi vélja pa 10 olika sétt. Nar vi sedan véljer dorr 2 finns det bara 9 kvar att vélja pa.
Och sa vidare. Ordningen pa doérrarna ar nu fixerad, och vi far (fran multiplikationsprincipen)

10-9-8-7-6-5= 151200

sadana val.
Nér de sex dorrarna ar valda kan vi variera ordningen mellan dessa 6 pa 6! olika sétt:
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Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
6 5) 4 3 2 1

Vi kan nu ta bort "multipla” dérrval (de kombinationer som bara skiljer sig at med i vilken
ordning sex st specifika dérrar ligger):

10-9-8-7-6-5 10! (10)

6! T4\ 6

Vi far alltsa en binomialkoefficient!
Eftersom de olika sekvenserna av dérrval dr oforenliga héndelser (tva olika val ger olika dorrse-

kvenser) far vi sannolikheten
( 160 ) 0.8°0.2* ~ 0.088.

Det ar alltsa ungefar 8.8% chans att exakt sex stycken dorrar blir 6ppnade.

1.6 Betingad sannolikhet

Betingad sannolikhet
Definition. Lat P(B) > 0. Den betingade sannolikheten P(A | B) for handelsen A, givet att

héndelsen B intriffar, definieras som P(A|B) = P(]Ij(—;)m

Om A och B ér oberoende och P(B) # 0 ser vi att

P(A|B) = P(ﬁ(;f ) _ P(ﬁzggB ) _ P(A).

Rimligt?

L

@ Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-latarna
Angel of Death och Raining Blood som &r bast®. Examinator funderade 6ver detta och samlade
in foljande siffror pa internet:

Angel of Death Raining Blood | Summa
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
Summa, 246 216 462

aSjalvklart &r Angel of Death den bésta av dessa tva, men det dr inte podngen!

Lat A = Angel of Death och B = Returntothepit.com. Fran tabellen erhaller vi

246 372 199
P(A) = — P(B) = — h P(BNA)=—.
@ =162 Bl=f B0 =15
Vi kan direkt berdkna P(B|A) genom att titta enbart i forsta kolumnen (det vi menar med
199

sannolikhet betingad pa A = forsta kolumnen): P(B|A) = 216" Anvénder vi definitionen

istallet blir det
P(BNA) B 199/462 ~ 199

PB14) = P(A)  246/462 246’




Ibland hjélper det att dela upp ett problem i mindre bitar dér vi enklare kan finna sannolikhe-
terna. Lagen om total sannolikhet ger oss en enkel mojlighet att pussla ihop dessa bitar igen
efterat.

<>

e Lagen om total sannolikhet
Sats. Lat A, By, Bs, ..., B, C () vara hindelser sadana att:
(i) BiUByU---U B, = ;
(ii) P(Bg) #0 for alla k =1,2,... n;
(iii) B;NB; =0 om i # j.
Da giller lagen om total sannolikhet:

P(A) = 3" P(A| B)P(BY)

Figuren nedan visar ett exempel pa hur situationen skulle kunna se ut.

Beviset? Ganska enkelt:

3

P(AN By)
P(By,)

P(B) =S P(AN By) = P(A),

k=1

dér vi anvant definitionen av betingad sannolikhet samt Kolmogorovs tredje axiom. Héndelser-
na AN By, dr disjunkta for £ = 1,2,...,n eftersom B; N B; = 0 om i # j.

<>

e Bayes sats

Sats. Med samma villkor som for lagen om total sannolikhet géller

P(B,)P(A| B)
PB4 = S b a1 B P(By)

for varje 1 =1,2,....,n.




Bayes sats &r en f6ljd av lagen om total sannolikhet samt definitionen av betingad sannolikhet.

L

Exempel

Tre maskiner tillverkar prylar. Maskin 1 star for 60%, M-2 for 25% och M-3 for 15%. Av de
tillverkade prylarna ar 5, 3 respektive 2% felaktiga fran de olika maskinerna.

Hur stor ar sannolikheten att en pa mafa vald enhet ar trasig? Om en enhet visar sig vara
trasig, hur stor dr sannolikheten att den kommer fran maskin ett?

Losning: Enligt lagen om total sannolikhet far vi

P(trasig pryl) = P(M;) - P(trasig | M) + P(Ms) - P(trasig | M)
+ P(Ms) - P(trasig | Ms;)
=0.6-0.05+0.25-0.03 + 0.15 - 0.02 = 0.0405.

Den andra fragan kan vi svara pa mha Bayes sats:

P(M,) - P(trasig | My)  0.6-0.05
P(trasig) ~0.0405

P(M; | trasig) = ~ 0.741.

N

Q Sensitivitet och specificitet

Ett forensiskt test for narkotivapaverkan har sensitivitet 0.9999 (positivt utslag vid paverkan)
och specificitet 0.995 (negativt uslag om inte paverkad). Antag att den forensiska analytikern

far tillbaka beskedet "positivt utslag” vid en undersckning. Vad &r sannolikheten att personen

i fraga faktiskt var paverkad?

Betrakta tva grupper. Om personen kommer fran grupp ett bedéms sannolikheten att perso-
nen dr paverkad till 20%, och i grupp tva bedoms motsvarande sannolikhet till 0.1%.

Lat A vara héndelsen att testet &r positivt och B sannolikheten att personen &ér paverkad. Vi
later P(B) = p. Bayes sats medfor att

P(B| 4) - P(B)P(A | B) B p-0.9999
~ P(B)P(A| B)+P(B*)P(A| B*)  p-0.9999 + (1 —p)(1 — P(A*| B¥))
B p-0.9999 B 1
p-0.9999 4 (1 —p)0.05 4 X (% _ 1) 0%839

Hér har vi utnyttjat att P(AN B*) = P(A) — P(AN B).
Om p=0.2sa &r P(B| A) ~ 0.83 och om p =0.001 sa &r P(B | A) = 0.020.

Observera att det alltsa inte dr 99.999% chans att positivt utslag innebér paverkan. Vad skulle
kravas for att detta skulle gélla?




