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2.1 Endimensionella stokastiska variabler

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det &r en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méngder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla 6ppna
intervall betecknar vi med Z. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran pa R.

Algebran Z innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,¢) U (d,00) C R, kom-
plement av sadana méngder, samt alla uppriakneliga unioner av méngder av foregaende typ.
Detta &r ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en korrekt
definition behovs begreppet.

Stokastisk variabel
Definition. En stokastisk variabel ar en reellviard funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X: 2 — R.
Mer precist sa kriver vi att X~ }(B) € F for alla B € %. Miingden X !(B) definieras
som X H(B) ={w e Q: X(w) € B} och kallas f6r urbilden av B. Mingden bestar alltsa av
alla w € () som avbildas in i B.
Bilden av en delmingd A av €2 betecknas med X (A), och

X(A) ={z € R: X(w) =z for nagot w € A}.

Méngden X (A) ar alltsa virdeméngden for X pa méngden A.
Om X () &r andlig, eller bara har upprikneligt manga vérden, sa kallar vi X for en diskret
stokastisk variabel. Annars kallar vi X for kontinuerlig.
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Uttrycket X (w) ar alltsa det siffervarde vi sdtter pa ett visst utfall w € Q. Varfor kravet
att urbilden X ~1(B) skall tillhora de tillitna hindelserna? Det faller sig ganska naturligt,
da X~(B) #r precis de utfall i 2 som avbildas in i miingden B. Saledes vill vi giirna att denna
samling utfall verkligen utgoér en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon sannolikhet for
denna samling utfall.

Termen variabel ar egentligen lite olycklig da vara stokastiska variabler &r funktioner, men det
ar en gammal tradition som lever kvar. Ett par exempel kan vara pa sin plats.

N

5% Exempel
(i) Kasta en tdrning. Utfallsrummet Q = {3, (7, (3,63, &, B9}, Lat X vara antalet 6gon vid
ett tdrningskast. X antar viarderna 1,2,3,4,5,6, sa X ar diskret.

(ii) Handla tacosas pa mafa. Q = {Het, Medel, Mild}. Lat X = 1 om sasen &r mild, X =5
om sasen ar medel och X = 10 om sasen ar het. X ar diskret.

(iii) Lat X vara livslingden for ett kylskap. Da kan X (teoretiskt) anta alla vérden i inter-
vallet [0, co[, sa X &r kontinuerlig.

(iv) Lat Q besta av alla mojlig farger pa gréiset. Lat X = A vara motsvarande vagléingd for
fargen (kontinuerlig variabel). Lat Y = 1 om férgen &r gron och Y = 0 annars (diskret
variabel).

Definitionen ovan ar av ganska teknisk karaktér, sa vad maste man ta med sig for att kunna
tillgodogora sig resten av denna kurs?

Ve Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel ar en sndll funktion fran €2 till R.

e Utfallsrummet 2 kan vara abstrakt, e.g., = {Krona, Klave}.
e Det dr méangden X (£2) som bestar av siffror.

e Ibland finns en naturlig koppling mellan 2 och X (), sig om vi kastar en térning och
rdknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse dr en sndll delméngd av €.

e Om A &r en hédndelse sa dr X (A) vdardemdangden for funktionen X med A som defini-
tionsméngd. Speciellt sa dr X () alla mojliga véirden vi kan fa fran variabeln X.

e Urbilden X~!(B) av en delméingd B C R bestar av alla utfall w € Q sa att siffran X (w)
ligger i méngden B.

2.2 Diskreta stokastiska variabler

Om X(Q) ar andlig eller upprikneligt odndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktédrisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.



Sannolikhetsfunktion

Definition. Sannolikhetsfunktionen px: X () — [0,1] for en diskret stokastisk variabel
definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X(Q).

Den vanligaste situationen vi stéter pa éar att utfallsrummet &r numrerat med heltal pa nagot
sitt sa att py dr en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (nér det finns en naturlig
koppling mellan © och X (€2)). Ibland &r vi slarviga och ténker oss att px(k) = 0 for siffror k
som ej ar mojliga (px(—1) =0 om X &r antal 6gon vi ett tarningskast till exempel).

Vissa egenskaper géller for alla alla sannolikhetsfunktioner:

<>

e Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) >0 for alla k € X(Q).

(i) Y px(k)=1

kEX(Q)

(i) Om A C X(Q) sé tir P(X € A) = ) _px(k).
keA

En sannolikhetsfunktion ar alltsa aldrig negativ, om vi summerar over alla mdojliga virden
(alla k € X(Q2)) sa maste summan bli ett, och om vi &r ute efter sannolikheten att fa vissa
virden pa X sa summerar vi sannolikheten for vart och ett av dessa vérden!

%f Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen Fy(x) for en stokastisk variabel X definieras av for al-
la z € R av sambandet Fx(z) = P(X < x).

Det foljer fran definitionen att foljande pastaenden géller.

<>

e Egenskaper hos fordelningsfunktionen
© Fxl@) -+ {

0, = — —o0,
1, z— +o0.

(ii) Fx(x) &r icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(x)= Y px(k).

{keX (Q):k<z}

(iv) P(X > ) =1 — Fx(z).

(v) Fx(k)— Fx(k—1)=px(k) for k € X().




Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

px (k) Fx ()
1 11 -—
0.9 0.9 1 —
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1
0.6 0.6 1 —0
0.5 0.5 1 —0
0.4 041
0.3 031 e
0.2 I | ‘ 021
0.1 0.1 ¢
| ' ' I — I k t t t t t t t X
1 2 3 456 1 2 3 45 67
Sannolikhetsfunktion px (k) = P(X = k). Fordelningsfunktion Fx(z) = P(X < x).

2.3 Vanliga diskreta fordelningar

Det riacker med sannolikhetsfunktionen for att karakterisera en diskret variabel, sa vi samman-
fattar nagra av de vanligaste fallen. Vi antar genomgaende att 0 < p < 1. En av de enklaste
fordelningarna vi stoter pa dr Bernoulliférdelningen, eller 2-punkts férdelningen.

Tvapunktsférdelning (Bernoulliférdelning)

Den stokastiska variabeln X kan anta tva virden: a och b. Vi kallar X for tvapunktsforde-
lad, X ~ Be(p), om px(a) = p och px(b) = 1 - p.

N

5% Exempel
Slantsingling med osymetriskt mynt. Lat X = —1 vid krona och X = 1 vi klave. Till exempel
kan vi ha px(—1) = P(X = —1) = 0.4 och px(1) = P(X =1) = 0.6.

Vad hander om vi betraktar summan av oberoende Bernoullivariabler?

o

Q Exempel

En hindelse har 30% sannolikhet. Vi upprepar forsoket 10 ganger, oberoende av varandra.
Vad blir sannolikheten att:

1. Héndelsen intréffar exakt k£ ganger;

2. Héndelsen intréffar hogst 1 gang;

3. Héndelsen intréffar minst 2 ganger.




Losning: Lat X vara antalet ganger hindelsen intréffar. Da ar X = 0,1, ..., 10 mojliga virden.

1. Enligt exemplet fran féregaende foreldsning (inbrottstjuven) maste

P(X =k)= ( 1}{?)0.3’“-0.710—’2 k=0,1,...,10.

Observera att P(X = k) = px(k), sa uttrycket ovan &r sannolikhetsfunktionen for X.

1
2. P(X <1)=) px(k) = ( 100 ) 0.3%. 0.7 + ( 110 ) 0.3'-0.7° ~ 0.149.
k=0

3. P(X>2)=1-P(X<2) =1-P(X <1)~0.851.

Vi séger att X dr binomialférdelad med parametrarna n = 10 och p = 0.3.

Binomialférdelning
Vi kallar X binomialférdelad med parametrarna n och p om X har sannolikhetsfunktionen

n e
px (k) = < k)pk(l—p) ko k=0,1,...,n,

och vi skriver X ~ Bin(n, p).

Antag att vi har en storre méngd med N element dir N = v + s bestar av tva olika sorters
element. Lat p = v/N vara andelen v-mérkta element. Om vi pa mafa plockar ut n stycken
element fran N, hur manga &r v-mérkta? Svaret kommer i form av den Hypergeometriska
fordelningen.

Hypergeometrisk fordelning
Vi skriver X ~ Hyp(N,n,p) om

px(k) = ( Alip >((NN7(§kp) ) k=0,1,2,...,Np.

Vi kallar X for Hypergeometriskt fordelad.

Varfor blir det sa? Det &r bara multiplikationsprincipen in action. Vi véljer k stycken av de Np
v-mérkta kulorna och n — k stycken av de N(1 — p) s-mérkta kulorna (vilket ger de gynsamma
utfallen). Totalt sett véljer vi n stycken kulor fran de N som finns (det totala antalet). Vi
riknar allt utan ordning och anvénder den klassiska definitionen av sannolikhet.

L

@ Exempel
Ur en grupp bestaende av 100 studenter viljer vi 20 pa mafa. Den stora gruppen bestar till 60%
av kvinnor. Vad &r sannolikheten att vi har precis elva kvinnor i den mindre gruppen?




Lo6sning: Lat X vara antalet kvinnor i den mindre méngden. Det foljer att X ~ Hyp(100,20,0.6),
sa sannolikheten vi soker kan beréknas enligt

P(X =11) = px(11) = ( ?(1) 2 g 490 ) ~ 0.175.

W Likformig (rektangel-) fordelning

1
Om X antar dndligt manga vérden, sig X € F = {1,2,...,m}, och vi definierar px (k) = —
m

for varje k =1,2,...,m, sa kallar vi X for likformigt fordelad (pa méngden E).

L

Q Exempel
Lat Q = {0,1,2,...,9} och lat X vara likformigt fordelad pa 2. Vidare, lat Y (z) = 0 om =
ar jamnt delbart med 3, annars &r Y = 1. Bestdm px och py.

Losning: Vi har px(k) = 1/10 om k& = 0,1,2,...,9 och px(k) = 0 annars. Vi later méng-
den A ={0,3,6,9} besta av de tal som &r delbara med 3 och B = {1,2,4,5,7,8} de som inte
dr delbara med tre. Klassiska definitionen pa sannolikhet ger P(A) = 4/10 och P(B) = 6/10.
Variabeln Y blir Bernoulliférdelad med p = 2/5 (med a = 0 och b = 1).

W For-forsta-gangen-fordelning

Vi skriver X ~ Ffg(p) om px(k) = (1 —p)*'p, k=1,2,.... Vi kallar X for Fér-forsta-
gangen-fordelad.

Ett slumpforsok har tva olika utfall, sig A och B, med sannolikheterna p respektive 1 — p.
Vi upprepar forsoker oberoende tills dess att héndelsen A intréiffar for forsta gangen. Antalet
forsok X till och med att A intréiffar for forsta gangen ar Ffg(p)-fordelad. Om X = k innebér
det att A intrdffade for forsta gangen vid den k:te upprepningen, och att i de k — 1 forsta
forsoken intriffade B. Alltsa maste P(X = k) = P(B)*1P(A) = (1 —p)*p eftersom forsoken
ar oberoende.

L

Q Exempel

Lat oss kasta en 6-sidig térning tills dess att vi for forsta gangen far en 1:a eller 3:a. Lat X
vara antalet kast. Handelsen att fa en 1l:a eller 3:a vid ett kast dr p = 2/6 = 1/3 (gynsam-
ma/mdjliga). Da blir alltsa X ~ Ffg(1/3)-fordelad. Vad ar sannolikheten att det tar fyra eller
fler kast innan vi far en 1:a eller 3:a for forsta gangen?




Lésning: Som bekant dr X ~ Ffg(1/3), sa

3
1,21
P(X24):1—ZP(X:k):1_<§+§.§
k=1

Alternativt,

> 1L /2\F 28 2 /o\F 93 1 8
PX>4)=Y P(X=k) == z — = Z) =2 ——
(X =4) Z ( ) 3 (3) 34;(3) 3% 1-2/3 27

k=4

En néra besldktad fordelning dr den geometriska. Vi kan tdnka oss att vi rdknar antalet miss-
lyckade forsok innan en héndelse intréaffar for forsta gangen.

W Geometrisk fordelning
Vi skriver X ~ Geo(p) om px (k) = (1—p)*p, =0,1,2,.... Vi kallar X for Geometriskt
fordelad.

En annan diskret férdelning vi kommer att stéta pa framover dr Poissonfordelningen.

N Poissonfoérdelning

k
Vi skriver X ~ Po(u) om px(k) = %e’“, k= 0,1,2,... och p > 0. Vi kallar X for
Poisson-fordelad. .

Forsok visa att detta faktiskt &r en sannolikhetsfunktion (vad maste gélla?).

For vissa fordelningar och parameterviarden har vi tabeller av sannolikheter att tillga, speciellt
for Poisson- och Binomialférdelning. Studera formelsamlingen! Se till att ni ldr er kdnna igen
och skilja de olika fordelningarna at. De flesta kommer dyka upp i andra sammanhang och
andra kurser senare i utbildningen.



