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Vi kommer nu att utveckla teori for kontinuerliga stokastiska variabler som motsvarar den vi
tog fram i det diskreta fallet forra gangen. Atminstone i de fall dar det finns en sa kallad
tathetsfunktion. Sa vi borjar med det.

3.1 Kontinuerliga stokastiska variabler

Tathetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fy sa att

P(a<X<b):/be(3:)dx

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns tathetsfunktion.

Exempel:
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t i
a b a
Skuggad area: P(a < X <b). Skuggad area: P(X > a) = faoo fx(z) dw.
@ Egenskaper hos tidthetsfunktionen

(i) fx(x) >0 for alla z € R.

(ii) /: Fx(@)de = 1.

(iii) fx(z) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.
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Definitionen kanske ser oskyldig ut, men héar finns det bade hundar och ugglor begravda i mossen
(som sékert ligger i Danmark). Problemet ligger i integralbegreppet och hur generella handelser
vi vill tillata. I grundanalysen introducerar man Riemann-integralen, men tyvérr réacker den
inte riktigt till for allt. Betrakta foljande funktion: f(x) = 0 om =z < 0, = > 1, eller om z
ar rationell (dvs ett brak p/q av heltal p och ¢). I 6vriga punkter ar f(z) = 1 (dvs pa alla
irrationella punkter i intervallet [0, 1]).

Man kan ténka sig den stokastiska variabeln X som indikerar om ett slumptal mellan noll och
ett ar irrationellt eller inte. Kanske skulle téthetsfunktionen da ges av f(x) ovan, men ar detta
verkligen en tathetsfunktion? Den ar icke-negativ, sa den biten &r OK. Men har den "area” ett??
Av nédvindighet kommer alla undertrappor till f(z) pa [0, 1] att vara identiskt lika med noll,
och pa samma sétt ar alla 6vertrappor identiskt lika med ett. Vi kan alltsa aldrig approximera
funktionen med 6ver- och undertrappor. Saledes dr f(x) inte Riemann-integrerbar. Sa hur 1éser
man detta? Med ett nytt integralbegrepp (Lebesgueintegralen) smidigt nog, dir det visar sig
att integralen av f mycket riktigt blir ett.

Lebesgueintegralen konstrueras pa ett annorlunda sétt i jamforelse med Riemannintegralen.
Istéllet for att bara stycka upp definitionsméngden (dvs z-axeln) i finare och finare likadana
bitar och forsoka approximera integralen med arean av rektanglar (6ver- och undertrappor),
sa styckar vi istédllet upp viardeméngden. Genom att approximera funktionen med sa kallade
enkla funktioner — funktioner som &r konstant pa ett édndligt antal métbara méangder och lika
med noll annars — sa kan man komma at betydligt fler funktioner. Méatbarheten hér blir i en
sadan héir kurs med avseende pa det sannolikhetsmatt man ar intresserad av, sa sannolikheten
kommer in pa ett vildigt naturligt sitt. Detta ligger dock utanfor ramarna for denna kurs. Men
termen integrerbar i definitionen syftar pa denna "nya” typ av integral.

For sndlla funktioner (funktioner som till exempel bara har uppriakneligt manga diskontinuite-
ter) sa sammanfaller de bada integralbegreppen. Vi kommer alltsa inte att fundera sa mycket
mer pa detta.

/8 Strikt olikhet eller inte?

Om X &r en kontinuerlig variabel, sa d&r P(X < z) = P(X < x). Detta foljer fran att
integralen inte gor nagon skillnad pa om dndpunkten dr med eller ej. Vi kan till och med
definiera om funktionen i upprikneligt manga punkter (dven mer, men det kréver lite matt-
teori for att definiera) utan att dndra sannolikheten. Detta géller dock absolut inte i det
| diskreta fallet.

Vi definierar fordelningsfunktionen Fx(z) pa samma séitt som i det diskreta fallet, och finner
att

FX(x):P(ng):/_z ft)dt,  zeR.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dar fx(z) &r
kontinuerlig géller dessutom att F' (z) = fx(z). Det sista ér i princip analysens huvudsats. Man
kan fundera 6ver hur pass diskontinuerlig fx skulle kunna vara, men som exemplet ovan visar
finns det inte sa mycket begrédnsningar pa det. I denna kurs kommer dock de flesta kontinuerliga
fordelningar ha tathetsfunktioner som &r kontinuerliga fér det mesta.

Exempel pa hur en tathetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:



fx(x)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Téathet: Hur “sannolikhetsmassan” dr forde- — Fordelningsfunktionen #r viixande och gréins-
lad. Skuggad area &r P(X < 2) = Fx(2). varderna mot +oo verkar stimmal

N

Q Exempel

Lat fi(z) = 22 +bx och fy(x) = c(2® + z) bada for z € [0,2]. Om det gar, bestim konstanter-
na b och ¢ sa dessa blir tdthetsfunktioner och berikna sannolikheten att respektive variabel
ar < 1.

Losning: Vi borjar med f:
? 8
1:/ (x2+bx)da::§+26 = b=-5/6.
0

Men om b #ir negativ kommer f;(x) att vara negativ for x nira noll (z? termen gar mot noll
snabbare &n z). Detta kan alltsa inte vara en tathetsfunktion. Vi testar fo:

2
1:0/ (2 +a)de=6c = c=1/6.
0

Det ar dven klart att fo(x) > 0 for alla x € [0,2]. Med ¢ = 1/6 &r alltsa f> en téthetsfunktion.
Den eftersokta sannolikheten kan berédknas enligt

"1 1
P(Xgl):/ —(® +z)dx = =.
o 6 8

3.2 Vanliga kontinuerliga férdelningar

Analogt med diskreta variabler definieras de kontinuerliga ofta fran sina respektive tédthets-
funktioner. Vi definierar nagra av de vanligaste. Det finns manga andra férdelningar som ofta
anvinds, men dessa dr de vi kommer att anvinda mest. Se boken for fler exempel (Gammafor-
delning, Weibullférdelning, y?-férdelning, t-férdelning mfl.)



Normalfordelning
Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u,0), om

fx(o) = — exp(—M), LeR.

oV 2T 202

Vi kommer att studera normalférdelningen i mer detalj senare (mycket mer detalj...). Det &r
antagligen den viktigaste fordelningen ni kommer att stéta pa. Fler vanliga fordelningar foljer.

Likformig férdelning

Variabeln X kallas likformigt fordelad (eller rektangel-), X ~ U(a,b) eller X ~ Re(a,b),
om

1
e @ <z <b,
Fx(2) { 0, ovriga x
-‘@’- Exempel

Ubbe héller upp Whisky i sitt glas. Vétskenivan &r likformigt fordelad mellan tva och fem
fingrar. Vad &r sannolikheten att Ubbe héller upp mindre &n 3.2 fingrar?

Losning: Lat X ~ Re(2,5) vara vatskenivan. Vi soker P(X < 3.2):

1 1
dor == (32—-2)=04.

3.2
P(X < 3.2 _/
( ) 5 H—2 3

Exponentialfordelning
Variabeln X kallas exponentialférdelad med parametern A > 0, X ~ Exp(\), om

Axexp(—Az), = >0,
fX(x):{O | ) x < 0.

Parametern A tolkas ibland som intensiteten.

N

@ Exempel
Lat X vara véntetiden i en telefonko (minuter). Av nagon anledning har det visat sig att X
har en téthetsfunktion fx(z) = ce %%% for > 0, dir ¢ dr en konstant.

(i) Bestdm c sa att fx blir en téthetsfunktion.
(ii) Vad é&r sannolikheten att fa vénta i mer &n 50 minuter vid ett samtal?

(iii) Om man ringer 10 olika (oberoende) samtal, vad &r sannolikheten att hogst ett av dessa
har en vintetid pa 6ver 50 minuter?




Losning;:

(i) 1= / fx(x)dx = c/ e 005 gy = ﬁ [6_0'05“”}80 = %, sa ¢ = 1/20.
—o0o 0 :

1 |:e—0.05z

(i) P(X > 50) = /5 :O fx(@)de = o5 | = oo

= e7%/2 2 0.082.
50 } e 0.08

(iii) Varje samtal har sannolikheten e~®?2 att ha mer #n 50 minuters vintetid. Antalet YV

av tio stycken samtal som har mer &n 50 minuters vintetid blir alltsa Binomialférdelad
med n = 10 och p = e~%2. Vi erhaller

L

@ Exempel
En komponent (som inte aldras) antas ha en livslingd 7" som ar Exp(1/100)-fordelad (enhet:
dagar).

(i) Vad &ar sannolikheten att komponenten gar sonder innan 80 dagar?

(ii) Givet att komponenten verlevt 80 dagar, vad dr sannolikheten att den klarar 100

dagar?
Losning;:
80 1 80 1100 1 o—/100 7180 s
i) P(T"<80) = dr = — A0y = — | ———| =1-—e*".8 .
0 P <s0) = [ feloyds = g5 [T e %o = g | S5l et S

likheten blir alltsi ca 55.1%.
(ii) Hér anvénder vi definitionen av betingad sannolikhet och erhaller

P{T > 100} N {T >80}) _ P(T > 100)
P(Tz100 | T 2 80) = P(T > 80) ~ P(T > 80)

1% /100 —100/100

_ 100 f100 € da _° — e 15 ~0.8187
1 foo e—2/100 e—80/100 ' ’
100 J8O

Detta &r ett exempel pa en betingad fordelning. Vi aterkommer till detta. Observera dven
att denna sannolikhet dr densamma som

P(T > 20) = Wlo/ /100 g _ —1/5.
20

Detta géller generellt for exponentialférdelningen. Sannolikheten att komponenten kla-
rar 20 dagar dr oberoende av hur linge den levt tidigare. Kanske inte alltid rimligt for
komponenter?



3.3 Funktioner av stokastiska variabler

Vad hénder om vi har en funktion av en stokastisk variabel, sidg att Y = ¢(X), dér vi kinner
till fordelningen for X och hur funktionen g ser ut? Vi belyser med ett par exempel.

L

@ Exempel
Lat X ~ Exp(1) och definiera Z = 5X + 2. Vad blir fz(2)?

Losning: Fordelningsfunktionen for Z kan berdknas genom

FZ(Z):P(ZSZ):P(5X+2§z):P(X§ZgQ):Fx<2;2>.

Vidare far vi da

-2\ 1 2—2\ 1 le=(z=2)/5 > > 9
:F/ :F/ z - = - = 5 ) — =
fz(2) 7(2) X( 5 ) 5 fX( 5 ) 5 { , z < 2.

-\@’- Exempel
Om X ~ Exp(\), vad far Y = e* for tithetsfunktion?

Losning: Vad blir fy? Vi ser att Y > 0 fran definitionen sa fy(y) = 0 for y < 0. Vi stiller
upp Fy(y) for y > 0:

Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y) = P(X <logy) = Fx(logy), y>0.
Vi deriverar fram fy(y) = Fy(y) = i - fx(logy). Vi vet att fx(x) = e ™ for x > 0 och
om z < 0 blir fx(z) = 0. Eftersom logy < 0 da 0 <y < 1 far vi tva fall:

A —Alogy —1-X
€ Y>> 17 A ) > 17
fr(y) = 8 <1 = Y v

: y <1, 0, y<1

o

Q Exempel
Om X ~ Re(—1,2), vad far Y = X? for téthetsfunktion?

Losning: Om y < 0 sa maste Fy(y) = P(Y < y) = 0 (Y = X? kommer aldrig att vara
negativ). Lat oss anta att y > 0. Vi beréknar

Fy(y)=P(Y <y)=P(X*<y)=P(—/y < X < V)
= P(X < y) — P(X < —fy) = Fx(\/y) — Fx(—/y).

Vi antar att fy &dr kontinuerlig och deriverar fram ett uttryck:

Fr(y) = Fi(y) = { 25 (I (VD) + fx (=) y>0,

0, y <0.
Vidare vet vi att fy(z) =1/3 om —1 <2 <2 och fx(z) =0 annars, sa

0, y <0,
1

L <

Gy LSY<4
0, y >4



