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Vintevirde
Definition. Véntevirdet E(X) av en stokastisk variabel X definieras som

E(X) = /00 zfx(z)dx respektive E(X) = Z kpx (k)
- k

o0

for kontinuerliga och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: p eller py. Vantevirdet &dr ett lagesmatt som anger vart sanno-
likhetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfor med mekanikens berikningar av tyngdpunkt). Om
fordelningen dr symmetrisk blir det i mitten, men &r fordelningen skev blir det annorlunda. I
figuren nedan ser vi tre tathetsfunktioner som har samma form men olika véanteviarden. De &r
helt enkelt translationer av samma funktion i detta fall.
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@ Exempel
Vid tillampningar tolkas ofta véntevéirdet som just det forvdintade vdrdet for en stokastisk
variabel.

(i) Om X ~ Exp(\) ér livslangden for en lampa sa ér £(X) den forvintade tiden en lampa
vi plockar ur kartongen klarar.

(i) Om X ~ N(u,o) dr koncentrationen i en flaska salpetersyra sa &r £(X) den koncent-
ration vi foérvantar oss nér vid tar ned flaskan fran hyllan.

(iii) Om X &r antalet kast med en tarning innan vi far en 6:a for forsta gangen sa ar E(X)
det forvintade antalet kast innan vi ser den forsta 6:an.

Observera att vantevirdet ar ett reellt tal, sa det kan mycket vél vara sa att en variabel (da
oftast en diskret sadan) inte kan anta sitt vantevérde.
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@ Exempel
Kasta en 4-sidig térning och lat X vara utfallet 1,2, 3 eller 4. Berdkna E(X).

Losning. Vi antar att tdrningen &r éirlig sa px(k) =1/4 for k =1,2,3,4. Da blir

1+2—|—3+4 5)
kax 4 9

Det forvintade resultatet dr alltsa 2.5. Knappast ett resultat vi forvantar oss vid ett enskilt
kast!

N

5% Vad ar egentligen ett vantevarde?

Vi har gjort en definition av begreppet vénteviarde ovan, sa det dr den som géller. Men
atminstone foljande tolkningar eller alternativa definitioner finns.

(i) Ett sannolikhetsviktat medelvirde av de vérden X kan anta.
(ii) Integralen av X med avseende pa sannolikhetsmattet: / X(w)dP(w).
Q

(iii) Masscentrum for sannolikhetsfordelningen.

(iv) Det véirde X hamnar pa i snitt vid véldigt manga upprepningar.

Vad punkt (ii) betyder kraver mer analys &n vi har tillgang till. Hur hanterar vi da funktioner
av stokastiska variabler pa ett smidigt sitt? Foljande sats ger svaret (ofta kiéind som the law of
the unconscious statistician), men resultatet behover egentligen lite diskussion.

@ Viantevirde och funktioner av stokastiska variabler

Sats. Lat Y = g(X) och W = h(U, V). I de kontinuerliga fallen blir

E(Y) :/ g(x) fx(x)dx och EW) :// h(z,y) fuv(z,y) dedy,
R2
och om X, U, V ar diskreta:

= g(kpx (k) och  E(W) =33 h(j.kpuyv (k).

Det kontinuerliga fallet (med téathetsfunktion) kommer vi inte at pa nagot annat sitt dn att
egentligen ta satsen ovan som definition. Om vi tédnker pa punkt (ii) i rutan foregaende satsen, sa

forefaller det ganska rimligt. Sammanséttningen g(Y") till exempel &r en ny stokastisk variabel
och da skulle

E(g(Y)) = / 4(Y)(w) dP(w).

vilket ar precis hur satsen tolkas. I det diskreta fallet kan vi faktiskt producera ett bevis:

:ZkP(g( Zk > P(X=m)

m:g(m)=k

—Z Z kP(X=m)=> P(X=m) Y k=Y gmPX =m),
m k:g(m)=Fk m

m k:g(m)=



om vi antar att serien dr absolutkonvergent i det oéandliga fallet sa vi kan byta summationsord-
ningen. Rent praktiskt kan berékningarna ga till pa foljande sétt.

N

5% Exempel

Lat fxy(z,y) = 2om 0 < y < z < 1 och fxy(z,y) = 0 for 6vrigt. Bestdm vénte-
virdet (XY + Y2X).

Lo6sning: Vi anvander satsen ovan:

E(XY +Y?X) // (zy + v*7) fx.y (z, y)dxdy—Q// (zy + y*x) dydx
R2

0 0

1 4
{i —} dx:/ (x +2i> dx

2 0 3
1 3__
15 60

5.1 Varians och standardavvikelse

(}7 Varians och standardavvikelse

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |E(X)| < co. Variansen V(X)) definieras
som V(X) = E((X — E(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras som D(X) = /V(X).

Andra vanliga beteckningar for standardavvikelsen: o, ox, o(X).

Variansen &r ett spridningsmatt. Stor varians (eller standardavvikelse) betyder att sannolikhets-
fordelning har stor spridning. Manga vérden &ar troliga. Liten varians betyder att férdelningen
ar centrerad, hog sannolikhet att hamna kring en viss punkt; se figuren nedan.

Y Y
y=Fx(x)
y=Fx(x)
I ) //I\ )
1] 7
Litet D(X) = 0. Stort D(X) =o.
@ Steiners sats

Sats. V(X) = E(X?) — E(X)?
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@ Exempel
Lat X anta viardena {—1,1} med px, (—1) = px, (1) = 1/2 och lat X, anta véirdena {—10, 10}
med px,(—10) = px,(10) = 1/2. Berdkna V(X;) och V(X5).

Losning: Det ér klart att E(X;) = F(X3) = 0 (varfor?), sa

V(X)) = BE(X}) - BE(X,)? = %(—1)2 + %12 —-0=1

och ) .
5(—10)2 + 5(10)2 —0 =50+ 50 = 100.

Tydligt att X5 har mycket storre varians d&ven om fordelningarna kan tyckas se snarlika ut, men
sannolikheten &r mycket mer utspridd for Xs.

V(X2) = E(X3) — E(Xy)* =

N

5% Exempel
Lat X anta viirdena 0, 1,2, ... med sannolikheterna py (k) = 27571, Beriikna E(X) och V(X).

Losning: Till att borja med kan vi kontrollera att px verkligen dr en sannolikhetsfunktion.
Klart att px(k) > 0, och summan nedan ar geometrisk sa

iPX(/f) = iZ’” =271 iQ’“ e DL
pas po e 1-1/2

Vi beriiknar vinteviirdet. Lat ¢ €]0,1[ sa px(k) = (1 — q)¢* med ¢ = 1/2. Vi kan beriikna
summan av k¢* genom féljande manover:

= d d — d 1 q
k — L — k,kl _k:_ E_ _ )
Sk = S ket = a Yk =03 e Y =g =

Alltsa bhr

o 1
E(X):(l_Q)qukzli_q och E(X)Zlomq:§

For att berikna F(X?) kikar vi pa motsvarande kalkyl for andraderivatan:

Py g = B = R = YR
k= k=0 k=0
Saledes,
- 2 k _ 2¢°
,;k (1—¢)? +qd22q 1—q Ity

vilket medfor att

B = (1= 3R =+

sa
q q 4q
+ = .
l—q (1-¢q? (1-¢q)p?
och med ¢ = 1/2 far vi V(X) = 2. Den observante lasaren kanske kénner igen sannolikhets-
funktionen vi arbetar med da det &r den geometriska fordelningen X ~ Geo(1 — ¢). Sa vad vi
visat ovan ar féljande:

V(X)=E(X? - E(X)?=




<>

g Geometrisk fordelning

1— 1-—
Sats. Om X ~ Geo(p) sa ér E(X) = ppoch V(X) = p2p.

Ett annat ldgesmatt &n vintevirdet dr medianen.

Median

Definition. En median for en stokastisk variabel X ar ett tal m € R sa att
1
P(XSm)zP(XZm)zE.

Observera att medianen inte behover vara entydig!

N

Q Medianen for en Exponentialfordelning
Lat X ~ Exp()). Berdkna medianen och véantevérdet for X.

Losning: Vi raknar ut fordelningsfunktionen fér X. Om = > 0,
Fx(z) = / fx(t)dt = / e Mdt =1—e.
—00 0

Medianen finner vi ur ekvationen Fx(m) = 1/2, dvs

1 1 In2
1 — 7)\m:_ 7)\m:_ - =
e 5 & e 5 &S oom )
Jamfor detta med vantevardet for X:
> —\x —Azx] > -\ eiAx = 1
E(X) = ahe M dr = [—ze ] T+ e dr=0—-0+ |— = —.
0 0 0 A, A

Medianen och vantevardet behover alltsa inte vara samma sak!

Ett annat exempel, ddr medianen inte &r entydigt definierad:

>



y= fx(z)

Vart ar medianen??

5.2 Raiknelagar

For vantevardet géller bland annat féljande regler.

<>

e Linjaritet och oberoende produkt
Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da giller

(i) E(aX +b) =aE(X)+0 for alla a,b € R;

(i) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y &r oberoende giller E(XY) = E(X)E(Y).

For variansen kan vi visa foljande:

B

Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da géller
(i) V(aX +b) = a*V(X) for alla a,b € R;
(ii) V(aX £0Y) = a*V(X) + b*V(Y) + 2ab(E(XY) — E(X)E(Y)) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y &r oberoende giller V(aX 4 bY) = a*V(X) + bV (Y).

A Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna for linjér-kombinationer:

V(aX £bY) = a*V(X) + bV (Y).

Vi kommer aldrig att bilda skillnader mellan varianser!

Det foljer att standardavvikelsen for en linjarkombination a X +bY av tva oberoende stokastiska

. _ /.2 2 2
variabler ges av o,x1py = \/a?0% + bioy.
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Q Exempel

Lat X och Y vara oberoende med F(X) = 2, E(X?) =8, E(Y) = —1, V(Y) = 2. Beriik-
na F(XY), E(X?Y?) och D(2X — 3Y).

Da variablerna &r oberoende blir E(XY) = E(X)E(Y) =2-(—1) = —2, och
E(X?*Y?) = E(X>)E(Y?) =8E(Y?)=8(V(Y)+ E(Y)*) =8-3 =24.
Vidare erhaller vi
V(2X —3Y)=22V(X) + (=3)’V(Y) =4(8 —2*) + 9 -2 = 34,
sd D(2X —3Y) = v/34.

o

5% Exempel
Lat X och Y vara oberoende likaférdelade variabler med px (k) = py (k) = 1/4 om

k=1,2 och px(k) = py(k) = 1/2 om k = 0. Bestédm sannolikhetsfuntionen for
Z =X +Y, vantevirdet E(X +Y) samt variansen V(X +Y).

Vi borjar med att bestamma pz(k). Man kan gora detta pa samma sétt som i exemplet fran
foregaende forelasning (med summor istéllet for integraler), men da vi har sa fa mojliga virden
pa variablerna ar det enklare att stélla upp en tabell.

Z=X+Y =n | Par (j,k) sa j + k =n | Total sannolikhet
_1 B O
R P =
1 (0,1), (1,0) 2.1.1-1
2 (0,2), (1,1), (2,0) 2. 11 115
3 (1,2), (2, 2.11_1
N =%
g - 0

Tva satt att berakna vantevardet:

3
27

E(Z) = B(X +Y) = E(X) + E(Y) = 2E(X) =2} kpx(k) = 2 (0 + %1 + %) _

4
1 10 3 4 24 3
(2) kZ:OpZU 116816 16 2

Mgjligen kan man tycka att det andra alternativet ser enklare ut, men da har man glémt bort
allt arbete som gick at till att skapa tabellen ovan. Det forsta alternativet dr néstan alltid det
enklaste. Variansen beriknar man enklast enligt foljande

1
V(Z) = V(X +Y) = [oberoende variabler] = V(X) + V(Y) =2V (X) = 3
eftersom vi vet att
2
9 1 9 1
_ 2y _ 2 _ 2 _ 2 Loy _ 21
V(X)=E(X") - E(X) E k*px (k) 16 (0+4+4) 6= 16



5.3 Medelvardet

For att hitta en bra gissning (skattning) pa vantevirdet brukar man anvinda medelvirdet av
de observationer man har tillgang till.

r-@’- Medelviarde

— 1<
Lat X = — g X; vara medelvérdet av n stycken oberoende likafordelade stokastiska variabler
n
i=1

sadana att F(X;) = p och V(X;) = o2 for alla 3. Vad &r E(X)? Vad #r lim V(X)?

n—0o0

Losning: Eftersom vinteviardesoperatorn ar linjar sa géller att

EX)=E (%ix) :%iE(Xi) :%:u.

Detta kallas att X &r en vintevdrdesriktig skattning av u; ni kommer att stota pa detta fler
ganger i senare kurser.
Da variablerna dr oberoende kan vi gora en liknande kalkyl for variansen:

2 2

— 1 — 1 — no o
X) = - Xi| == X)=—=—.
V(X) V<n2 ) HQ;W =5 =

Hér ser vi att V(X) — 0 da n — co. Aven detta ir ett exempel pa ett fenomen som kommer
visa sig viktigt 1 statistisk inferens (namligen konsistens). Vi kommer dven stota pa det hér
igen i foreldsning 8, nér vi visar att X konvergerar mot véntevirdet i sannolikhet (vad nu det
innebér).

5.4 Bokigt exempel

A Tva sitt att rdkna ut F(g(X))
Lat © ~ Re(0,7/4) vara likformigt fordelad och definiera Y = cos ©. Vad blir E(Y)?

Losning: Det enklaste sédttet dr att anvinda satsen fran borjan av foreldsningen:

E(Y) = E(cos09) :/OO cos@f@(ﬁ)dQZE/OﬂMcost@: 4 <£—0> :&.

T T 2 T

—00

Den andra varianten borjar med berdkning av tathetsfunktionen fér Y = cos ©. Vi stéller upp
fordelningsfunktionen forst:

Fy(y) = P(Y <y) = P(cos© < y) = P(O© > arccosy) = 1—P(O < arccosy) = 1—Fg(arccosy).
Hér har vi utnyttjat att cosf ar avtagande for 6 € [0, 7/4]. Vi kan nu derivera fram fy (y):

fy(y) = Fy(y) = —F§(arccos y) - —1 _ fe(arccosy)

V1—y? V1—9?
{%\/11_2, 0 <arccosy <% & \/Tﬁﬁyﬁl
= -y

, for ovrigt.

=)



Vi kan nu berdkna E(Y') enligt definitionen:

00 \/5/2
E(Y) = / yfy(y)dy = -

[e's) ™ Jo

Vilket metod tycker du ar enklast?

Y

1——3/2dy:

SRS



