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Normalfordelning
Definition. Lat g € R och o > 0. Om X &r en stokastisk variabel med téthetsfunktion

) = ——exp (—u) . seR,

om 202

sa kallar vi X for normalférdelad med parametrarna p och o. Vi skriver X ~ N(u, o).

Om p = 0 och o =1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tathetsfunk-

tionen med
@)= e (-5). seR
T) = exp|——1], =x )
2 o p 5

Fordelningsfunktionen fér en normalférdelad variabel ges av

exp( _—W> du, x€R,
oV 2w 207

och dven hér doper vi speciellt den standardiserade fordelningsfunktionen till

w2
d(x) \/ﬁ/ exp( )du r € R.

Ar det nagon som kommer ihdg vad som hinde nir man forsokte integrera e® i envariabe-
lanalysen? Man kan visa att det inte gar att uttrycka den primitiva funktionen i elementéra
funktioner, utan man definierar helt enkelt en ny funktion utifran den bestdmda integralen
(sla upp erffunktionen i nagot matematiskt uppslagsverk). Vad detta innebéar for oss ar att
vi kommer att anvinda tabell for att berdkna numeriska viarden for uttryck som innehaller
funktionen ®. Ar da detta en téthetsfunktion? Beviset #r sa roligt att jag inte kan lata bli. Vi

visar att -
/ e /2 g = V.
— 0

Sattet vi kommer at det hela &r genom att titta pa kvadraten och tolka denna som en itererad
dubbelintegral:

(/voo 6_12/2 ) (/OO _$2/2 dx) (/OO e_y2/2 dy) _ // 6_(x2+y2)/2 dmdy
) 0o ) R?
/ / e 120 dr = 2r [G_TZ/Z] T 2.
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@ Standardisering av variabel

Om X &r en stokastisk variabel med E(X) = pu och V(X) = 02, sa ér Z = (X — pu)/o en
stokastisk variabel med E(Z) =0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z for standardiserad.

Beviset for att F(Z) = 0 foljer direkt fran linjériteten hos véntevirdet. Variansen kan ses genom
foljande argument:

V(X = 0)/0) = B(X — p)2/0) — 0F = — (B(X?) — 2uB(X) + 1)

o
1 2
= 5 (B - B(X)?) =5 = 1.
@ Standardiserad normalférdelning

Sats. Om X ~ N(0,1) sa ar E(X) =0 och V(X) =

Eftersom e~**/2 gar mot noll vildigt snabbt, s& kommer

/_00 lzp(x)| de < oo.

o0

Alltsa maste

E(X) = \/%_W/_OO zo(x)dr =0

eftersom = — zp(x) dr en udda funktion. Pa liknande sétt ser vi att

E(X2):/_Zx o(x)dx \/%/ xﬂ)dm

= \/%7 ([:c(—e—”” /2)}_Oo+/ze‘x2/2d ) —0+—/ e dy =1,

dér vi partialintegrerat och utnyttjat att ¢(x) ar en téithetsfunktion sa den sista integralen blir
ett.

Ett korrolarie av satsen ovan (gor ett variabelbyte i integralerna) &r foljande.

¥ ~ N(u.0) ]

Om X ~ N(u,0) sa &r E(X) = u och V(X) o2

Standardavvikelse eller varians?

I kursboken (Blom et al) anvidnds beteckningen X ~ N (u, o), sa precis som i vart fall ovan &r
den andra parametern ér alltsa standardavvikelsen o, inte variansen o?. Varfor ta upp detta?
I mycket av litteraturen sa anvénds variansen som andra parameter. Var forsiktig nér ni slar
upp saker eller anviander firdiga formler!
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@ Bruk av tabell for ®(z)
Lat X ~ N(0,1). Da géller
(i) P(X <z) = ®(x) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — P(a) for alla a,b € R med a < b;
(iii) ®(—z) =1— ®(z) for alla z € R.
y v v
+ T (:1 b T 7:2 x T
O (x) O(b) — P(a) O(—z)=1— ()
-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestam P(X < 1), P(X <1), P(X < —1),samt P(0 < X <1).

Direkt ur tabell, P(X < 1) = &(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar det om
olikheterna &r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X <-1)=®(—1)=1—®(1) = 0.1587

och P(0 < X < 1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.



@ Standardisering av normalférdelning

—
g

X
Sats. X ~N(u,0) & Z= ~ N(0,1).

Bevis. Antag att Z ~ N(0,1). Eftersom
X—p x—p T — T — W
Fx(x)=P(X <x)=P < =P|(Z< =
o o o o

och ®'(x) = p(z) da ¢ ar kontinuerlig, sa foljer det att

1 — 1 z—p)?
fx(x)=Fy(z) = —¢ (x ,u> = 67(202) , T€R,

o o

vilket dr precis hur vi definierat N(u, o) tidigare.
Omvint, om X ~ N(u,0) sa ér

Fy(2) = P(Z < 2) = P(u+0Z < ji+02) = Fx(u + 02),

sa
fz(2) = fx(p+oz)o = ¢(z),
dvs Z ~ N(0,1).

N

5% Exempel
Lat X ~ N(1,2). Bestdm P(X <1), P(X <—-1), P(0 < X <1), samt P(|]X — 2| < 3).

X-1 _1-1
2 = 2

(i)P(Xgl):P< <

(i) P(X§—1)_p(X—1<—1—1)

2 2
(iii)

0-1 X—-1 _1-1
P(0<X§1):P( < — )

5 <2
=1/2 — (1 —®(1/2)) = —1/2 + (1/2) ~ 0.1915.

= §(0) — B(—1/2)

(iv)

~1-1 X-1_5-1
P(]X—Q\<3):P(—3<X—2<3):P( < )

2 S T2 =3
— B(2) — B(—1) = B(2) — 1 + (1) ~ 0.8186.

L

@ Exempel
Lat X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X]| > a) = 0.05.




Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omradena utgor tillsammans 5% av sanno-
likhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

Om vi soker talet a, och vill anvinda funktionen ®(z) = P(X < z), maste vi soka det tal som
ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger i den
stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen Gver ®(z)
varden. Dér finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

6.1 Linjirkombinationer av normalférdelade variabler

Det &r inte pa nagot sédtt uppenbart att summan av tva likaférdelade variabler har samma
fordelning. Oftast ér det inte ens sant. Men, just normalférdelningen har precis denna trevliga
egenskap!

@ Summa av normalfordelade variabler

Sats. Lat X; ~ N(uq,01) och Xy ~ N(us9,05) vara oberoende och lat a,b € R. Da géller att
aXi + bXy ~ N(apy + bua, \/a?0? + b%03).

Beviset r inte trivialt. Att E(aX; + bXs) = apy + bug och V(aXy + bX3) = a’0? + b0 ir
enkelt att se. Detta giiller oavsett vad variablerna har for slags fordelning (enbart egenskaper
for vantevéirde och varians). Det faktum att summan blir normalférdelad kraver ett djupare
argument; se boken (man anvénder faltningssatsen).

Satsen ovan generaliserar direkt till flera variabler. Vi har foljande anviandbara specialfall.

@ Summor och medelvirde

Sats. Lat X, Xo,..., X, vara oberoende och Xj ~ N(u,0) for k = 1,2,...,n. Da giller
foljande:

n _ 1 i
X = ZXkNN(nM,U\/H) och X = EZXkNN(:U’JO-/\/E>
k=1 k=1




Den sista likheten &r intressant, da det innebér att ju fler “likadana” variabler vi tar med i
ett medelvarde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa siakrare resultat ju fler
métningar vi gor (nagot som kinns intuitivt korrekt). Det dr dock mycket viktigt att variablerna
ar oberoende. Annars géller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader mellan varianser,
utan det som gor att variansen minskar med antalet termer &r faktorn 1/n i medelvérdet:

2

— 1 — 1 - 1 — no? o

eftersom variablerna ér oberoende och V(X}) = o2 for alla k.

L

Q Exempel

Lat X ~ N(10,3) och Y ~ N(21,6) vara oberoende. Vad &r sannolikheten att Y dr mer &n
dubbelt sa stor som X7

Losning: Lat W =Y — 2X ~ N(21 — 20, V6% 4+ 4 - 32) = N(1,+/72). Vi soker alltsa

HY>ZW:PO¥QX>M:JWV>®:1—PWV§®:1—®G§%)

=1 —(1—®(0.12)) = 0.5478.

o

5% Exempel
Lat T vara livslingden for en viss sorts lysrér (enhet: manader) och 7'~ N(20, v/8).

(i) Vad ar sannolikheten att man klarar 43 manader om man har tva (oberoende) lysror
och byter direkt det forsta gar sénder?

(ii) Hur manga lysror maste man skaffa for att medellivsldngden ska vara mer &n 19 manader
med sannolikhet 95%?

Losning:

(i) Vi har tva lysror, 77 och Ty. Vi soker sannolikheten att T} + T, > 43. Satsen ovan visar
att T1 + TQ ~ N(40,4), sa

Ty +Ty—40 43 — 40
Hﬂ+%z%ﬁﬂ—ﬂﬂ+ﬂ<%ﬁﬂ—P(l+2 )

<
V16 V16
=1 —®(3/V16) ~ 1 — B(0.75) ~ 0.2266.

(ii) Lat T vara medelvirdet av n stycken lysrér. Det foljer att T' ~ N(20,v/8/v/n). Vi vill att

ME:P@>1%:P<i%¥>13%?>:1—HZ§—UVg%

= 1-0(=1/y/8/n) =1 - (1= ®(1//8/n)) = @(\/nf3).

T —20

8/n
att n &~ 21.6. Saledes behovs atminstone 22 stycken lysror.

dar Z = ~ N(0,1). Ur tabell finner vi da att y/n/8 = 1.645, eller ekvivalent,



