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7.1 Betingade fordelningar

Om vi har en flerdimensionell stokastisk variabel kan det vara intressant att fundera pa hur
saker hanger ihop om vi vet utfallet av en komponent. For enkelhetens skull begrénsar vi oss till
tva dimensioner. Vi definierar den betingade sannolikhets- respektive tathetsfunktionen enligt
foljande.

Betingad férdelning

Definition. Lat (X,Y’) ha sannolikhetsfunktionen px y (z,y). Da definierar vi sannolikhets-
funktionen for X givet att Y = y enligt

Pxy (% y)

pX|Y:y<x; Z/) = pY(iU)

under forutsittning att py (y) > 0. Pa motsvarande sétt definierar vi — om (X,Y’) har den
simultana tathetsfunktionen fxy(z,y) — den betingade téthetsfunktionen for X givet Y =y

enligt

oy fxy(zy)
Pxw=(@39) = frly)

under forutsittning att fy (y) > 0. Motsvarande definitioner géller for Y | X = z.

Det dr en ganska naturlig definition om vi ténker tillbaka till hur vi definierade betingad san-
nolikhet, da P(A|B) = P(A N B)/P(B). Notera dven vad som hinder om variablerna &r

oberoende:
Ixy(z,y) _ fx(x) fr (y)

Pem@iy) == = TRy )




Lat (X,Y) vara likformigt fordelad pa omradet —1 < z < 1, 2*> < y < 1. Hitta de betingade
tathetsfunktionerna fy|y—y,(z) och fy|x=(y). Berdkna P(Y > 0.5| X = z).

Exempel

Lésning. Arean av omradet D = {(z,y) e R?: =1 <2 <1, 22 <y < 1} ges av
1 1 1 9 4
A= dy dx = 1—2)dr=2—> =~
/_1/952 v /—1( w)de 3 3
. 3 ..
sa f(x,y) = 1 for (z,y) € D och f(x,y) = 0 annars.
Y
; : x
—1 1

Vi kan berdkna de marginella tdtheterna:

'3 3 )
fx(@)=[ Jdy=-(1-27), —-1l<z<l,
2 4 4

och
\/§3 3
fy(y)z/ —dr =y, 0<y<l

Alltsa har vi de betingade tdtheterna

3/4 1
_ = = — <zr<
fX\ny(x) 3\/?/2 2\/g7 \/g x \/ga
for 0 <y <1 och
3/4 1
frix=(y) = / 2 <y<l1,

3(1—a2)/4 1—a2
for —1 < x < 1. Notera att de betingade tédtheterna ar likformigt férdelade pa olika linje-
segment. Vi kan nu berékna att

1 1 1 1 — max{z2,0.5

2 2
0.5 l—x max{z2,0.5} l—x

7.1.1 Betingat vintevirde

Nu ska vi gora nagot skojjigt. Sug pa den hér formeln: E(X) = E(E(X|Y)). Vi kan alltsa i
nagon mening riakna ut vianteviarden "partiellt,” pa liknande sédtt som vi kunde anvéanda lagen
om total sannolikhet for att forenkla livet tidigare. Vi definierar forst vad vi menar med ett
betingad vantevérde.



Betingat viantevirde
Definition. Det betingade vintevirdet definieras enligt

E(X|Y =y) =) kpxjy=y(k)

1 det diskreta fallet och -
EX|Y =y)= / l’fx‘y:y(x) dx

[e.e]

i det kontinuerliga fallet (givet att tathetsfunktionerna existerar).

En rakt pa definition déar vi explicit utnyttjar den betingade sannolikhets- eller téithetsfunktio-
nen. Med denna definition i bagaget kan vi formulera en mycket anvindbar formel.

@ Lagen om totalt vintevirde

Sats.
E(E(X|Y)) = E(X).

Denna sats fortjanar en liten kommentar om vad vi egentligen menar med tanke pa den vid
forsta anblick konstiga uppsynen. Det ar klart att g(y) = E(X |Y = y) definierar en funktion
av y. For den stokastiska motsvarigheten ¢(Y') kan vi forsoka rikna ut vantevéirdet:

E(g(Y)) = E(E(X|Y)).

Beviset ar krangligare i det generella fallet (med kontinuerliga variabler) och kraver en hel del
vi inte har tillgang till. Men i det diskreta fallet kan vi skissa hur det ser ut.
Formellt sa géller att

E(E(X|Y)) <Z kpx |y (k ) = Z (Z kpXY(k)) py(m)
_szpxw )Py (m ZZkPXYk?m
:ZkZpX’Y /{?,m :kaX = )7

da under forutsdattning att vi kan iterera summorna pa detta sédtt. Om allt dr absolutkonvergent
ar detta ok.

N

5% Exempel

Elizabeth &r ute och promenerar i Australienska vildmarken och blir ordentligt biten av en
orm. Ormen slingrar snabbt ividg, men Elizabeth &r sidker pa att det ér en inlandstaipan eller
en mer vanlig brunorm. Den férvéntade tiden till kroppen ger upp pga giften ar ca 60 minuter
for Taipanen och 24 timmar for brunormen. Elizabeth uppskattar sannolikheten att det var en
Taipan till 1/10 da den dr mindre vanligt. Berdkna den forvintade tiden till doden intréffar.




Losning. Lat Y = 0 om ormen dr en Taipan och Y = 1 om ormen &r en brunorm. Lat X vara
tiden till doéden intréffar. Da &r E(X | Y = 0) = 60 minuter och E(X |Y = 1) = 2460 minuter.
Vidare dr P(Y =0) = 1/10 och P(Y = 1) = 9/10). Enligt lagen om totalt véntevirde sa &r

E(X)=EEX|Y)=> kEX|Y =k)
:E(X|Y:0)P(Y:0)+E(X|Y:1)P(Y:1):%+¥00'24:1302.

Elizabeth har alltsa en forvintad livslangd pa 21.7 timmar till.

N

Q Exempel

Lena och Sture har simmat vilse i ett undervattensgrottsystem. De befinner sig i en storre
kammare med tva vigar ut. Den ena leder ut till en grotta dir de kommer ut ur grottsyste-
met efter 20 minuter. Den andra gar i en labyrintliknande mardrém som tar 50 minuter att
traversera innan man plotsligt befinner sig tillbaka i kammaren. Bada lider av koldioxidfor-
giftningen och beslut fattas pa daliga grunder, sa man véljer vagen ut med sannolikheten 0.3
och labyrinten med sannolikhet 0.7. Man har luft kvar i gastuberna for 2 timmar. Réacker
| luften for den forviintade tiden att de kommer ut?

Losning. Lat Y = 0 om man viljer labyrinten och Y = 1 om man viljer vigen ut. Definiera X
som antalet minuter innan man kommer ut ur grottsystemet. Enligt lagen om totalt vanteviarde
sa galler att

E(X)=E(X|Y =0)P(Y =0)+ E(X|Y =1)P(Y =1) = (E(X) +50) - 0.7+ 20 - 0.3,

Om vi viljer labyrintvéigen sa kommer vi tillbaka och far helt enkelt borja om. Det innebér att
den forvantade tiden till att man tar sig ut helt enkelt blir 50 minuter lingre. Ur ekvationen
ovan kan vi 16sa ut E(X):

(1-07)E(X)=50-07+20-03=41 <& E(X)=136.7.

Det verkar alltsa inte lovande.

Betingad varians definieras analogt med betingat véntevéirde. Det finns dven en formel som
brukar kallas for lagen om total varians.

@ Lagen om total varians

Sats. Om V(Y) < oo giller att

V()= EV(Y X))+ V(E(Y[X)),

om X och Y har samma underliggande sannolikhetsrum.

Bevis. Vi betingar pa X och utnyttjar lagen om totalt vintevérde:

V(Y)=E(Y?) - E(Y)* = E(E(Y?| X)) - B(E(Y| X))*
E(V(Y|X)+E(Y X)) - E(E(Y|X))*

E(V(Y|X))+EEY X)) - E(EY | X)) = E(V(Y X))+ V(E(Y ] X)).
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7.2 Kovarians

Vi har betraktat variansen for stokastiska variabler, men kan man séga nagon om variationen
mellan tva variabler utan att stirra sig blind pa sannolikhets- eller tédthetsfunktionen? Visst kan
man det, och svaret kommer i form av kovarians eller korellation.

Definition. Lat X och Y vara tva stokastiska variabler sidana att F(X) = ux, V(X) = 0%,
E(Y) = py samt V(Y) = o%. Kovariansen C(X,Y) definieras enligt

C(X)Y) = E((X — px)(Y — py))
och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

0x Oy

p(X,Y) =

Bade kovarians och korrelation &dr ett matt pa linjart beroende mellan X och Y dér korrelationen
ar normerad sa det gar att jiamfora olika fall.

W Okorrelerad
Definition. Om C(X,Y) = 0 kallas X och Y for okorrelerade.

Kovariansen uppfyller foljande egenskaper.
(i) C(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y).
(i) Om X och Y é&r oberoende sa dr C'(X,Y) = 0.
(iii) [p(X,Y)| < 1 med likhet om och endast om det finns ett linjért samband mellan X och Y.
(iv) C(X,X) = V(X).
(v) C <a0 + iaiX“ by + ibﬁg) = i Y a;b;C(X;,Y;).
i=1 j=1 i=1 j=1

Bevis.

i) Detta foljer fran i princip samma argument som Steiners sats. Lat oss expandera definition
av kovarians:

C(X,Y) = BE(X—pux)(Y—py)) = E(XY)=ux E(Y)—py E(X)+puxpy = E(XY)—pxpy,
vilket &r precis vad vi ville visa.

(ii) Eftersom X och Y &r oberoende, sa foljer det att E(XY) = E(X)E(Y). Detta leder
givetvis med foregaende punkt i tanken till att C'(X,Y") = 0.
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(iii) Véntevérdet av en kvadrat dr givetvis icke-negativt, sa

0§E<(X;”X iY;uy)Q)
= U%E((X — px)?) + J%E((y — oy )?) + IO g;(()j(:f — uy))

=2(1+p(X,Y)).

Alltsa maste |p(X,Y)| < 1. Dessutom ser vi pa képet att om p(X,Y) = £1 sa maste
véantevirdet av kvadraten vara lika med noll, sa

X — Y — X —
mx Y=y oy, 2 YA )
Ox Oy Ox

< Y =aX +0.

Saledes dr beroendet mellan X och Y i form av en rdt linje. En lite kvalifikation ar
nodvéndig: det dr en integral som blir noll och vi drar slutsatsen att integranden &ar noll.
Detta &r inte helt sjalvklart. Nu rakar vi veta att integranden &r icke-negativ, sa vi har
ingen negativ area som spokar. Men vi kan fortfarande modifiera integranden hér och
dér utan att dndra integralen, sa viss forsiktighet dr nodvéndig. Formellt heter detta att
likheten géller ndstan overallt. Men vi &r tillbaka till Lebesgue-integralen nu, sa lat oss
lamna omradet kvickt.

(iv) Vi ser direkt att
C(X,X)=E(X*) - EX)*=V(X)

vilket &dr variansen enligt Steiners sats.
(v) Ohyggligt abdke som ldmnas som &vning.. skiimt asido sa kommer ni stéta pa detta igen,

men da med metoder fran linjér algebra i bagaget sa saker och ting faktiskt gar att hantera
utan tarar.

Observera att C(X,Y) = 0 inte nédvandigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X va-
ra rektangelférdelad enligt X ~ Re(—1,1) och definiera Y = X?. Uppenbarligen beroende
variabler, men

C(X,Y)=EXY)-EX)EY)=EX?*-0-E(Y)=E(X% = /1 z? %dm =0,

-1

ksé X och Y ar okorrelerade.

N

5% Exempel
Lat (X,Y) var likformigt fordelad pa omradet —1 < 2z < 1 och —|z| < y < |z|. Berdk-
na E(X), E(Y), C(X,Y) och fx(x). Gar det att hitta fy|x—,(y; x)?




Losning. Lat D vara omradet —1 < 2 < 1, —|z| < y < |z|. Omradet ges av figuren nedan.
Den totala arean blir 2, sa f(z,y) = 1/2 for (z,y) € D och f(x,y) = 0 utanfor.

Y

Av symmetriskél sa kommer E(X) = E(Y) = 0. For att hitta C'(X,Y’) behover vi berik-

na EF(XY):
E(XY) // ydyda:+// ydydx—O

dven hér pa grund av symmetriskél. Alltsa kommer C(X,Y) =0 —0-0 = 0. Den marginella
téathethet fx(x) hittar vi genom

|z 1 92
fX(x):/ —dy = |x|:|a:|, -1<z<1
Den betingade fordelningen har da utseendet fy|x—,(y) = = for —|z| <y < |z|, atminstone

2|x
sa lange x # 0. Vad hénder da niar x = 07 Vi skulle i sa |fa|ll dela med nagot som é&r noll,
vilket givetvis inte ar tillatet. A andra sidan &r det i detta fall nodvéndigt att y = 0 ocksa. En
problematisk punkt som vi gor bést i att undvika. Kom igag att vi krdvde att den marginella
tatheten var strikt storre &n noll nér vi definierade den betingade férdelningen.

7.3 Vad innebir korrelationen grafiskt?

Korrelation anvands ofta for att avgéra om det finns ett linjiart samband mellan x och y-varden
nér vi pa nagot sétt fatt en samling data (x1,41), (€2, y2), ..., (Tn, yn). Aven detta aterkommer
i ndsta kurs!
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7.4 Varians och kovarians?

Nar vi betraktar n-dimensionella stokastiska variabler sa anvander man ofta kovariansmatrisen.



Kovariansmatris

Definition. Om X = (X3, X,,..., X,,) dr en n-dimensionell stokastisk variabel definierar vi
kovariansmatrisen X for X enligt

C(X1 X)) O(X1,Xy) - C(X1,X,)
| O(X2, X1) C(X2,Xz) -+ CO(Xy, X
C(Xn7 Xl) C(Xn7 XZ) Tt C(XTM Xn)

Notera att diagonalen pa ¥ bestar av varianserna. Det dr ocksa tydligt att > dr en diagonal-
matris om komponenterna X, Xo,..., X, ar okorrelerade. Detta blir speciellt intressant for
normalférdelning, men det dr nagot som aterkommer i nésta kurs.

7.5 Bivariat normalférdelning

Specialfallet nar n = 2 for normalférdelningen fortjanar ett par kommentarer eftersom den
situationen frekvent dyker upp. Flerdimensionell normalférdelning kommer vara centralt i nésta
kurs och ni kommer fa ga igenom saker ordentligt dér. Vi sidger att (X,Y") dr normalférdelad
med vantevirdesvektor p och kovariansmatris 3 enligt

( bx och o3 CX,)Y)\ 0%  poxoy
P=\ C(Y, X) o2  \ poxoy o '

Tathetsfunktionen ges da av

1 1 x—ux)2 T — fx Y — fy (y—uy)2
r,Y) = exp | — -2 + ,
f(@y) 2noxoy\/1 — p? P ( 2(1 - p?) (( ox P ox oy oy

for (x,y) € R? om |p| # 1 (annars blir férdelningen degenererad).

Vi ser direkt att om p = 0 blir det produkten av tathetsfunktionerna fér tva oberoende variabler,
precis som satsen i foregaende avsnitt pastod. Men vad hdnder om variablerna inte &r oberoende,
dvs om p # 0 (oberoende och okorrelerade ar ekvivalent i normalfordelningsfallet)?

Hur ser bivariata normalférdelningar ut? Om ox = oy = 1 och p = 0 far vi féljande figur:
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och med ox = oy = 1 och p = 0.9 erhaller vi

Lat oss beriikna den marginella tiatheten fx(x). For att underlidtta notationen later vi

u::c—,ux och U:y—,uy‘

ox Oy
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Vi har nu

2 2
<a7 MX) _2px Hx Y MY+(?J MY> —u? — 2puv + 0 = (0 — pu)® + (1 — pP)u?,

Ox ox Oy Oy
sa
1 1 2) /°° ( 1 2>
xr) = exp | —=u exp | ————(v— pu d
Ix(@) 2roxoy\/1 — p? ( 2 —0 2(1_)02)( pu) Y
A (0 Gy Lo a0
=———exp|—=u exp| ————(v —pu v
270 x P\ 2roy/1 — p? J - P 2(1 — p?) g
A (27)
= exp | —=u” |,
2mox P 2
ty

1

e R e L

7.5.1 Teoretiska regressionlinjer

Lat (X,Y') vara bivariat normalférdelad. Da har (X,Y") en simultan téthetsfunktion f(z,y) och
den betingade (pa X = z) tathetsfunktionen blir

x:f('ray): 1 ex —;’U—UQ
leX:iE(y7 ) fX(x) 27T0y\/1—7p2 p< 2(1_p2)( :0>>7

vilket &r tatheten for en normalférdelad variabel Y | X = z med
o o
EY|X =x) :,uy—p—y,ux—l-p—yl‘:ﬂo—i‘ﬁw
ox ox
och
VIV IX =2) =02 (1 p2),

Det betingade (for givet X) véntevardet ar alltsa en rét linje y = fy + S1x. Den observante
ldsaren funderar nog dven om detta har med regressionsanalysen att gora, vilket ni komer att
se i nasta kurs. Notera &dven specifikt att

Oy
ﬁl =p )
ox

ett samband som &r anvindbart om man vill relatera p till vilstuderade regressionskoefficienter.
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