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9.1 Binomialférdelning

Vi har redan sttt pa denna fordelning flera ganger. Situationen &r att ett slumpforsok har tva
mojliga utfall, ett med sannolikhet p och det andra med 1—p. Vi upprepar férsdket oberoende n
ganger, och raknar antalet X ganger det forsta utfallet intraffar. Vi kallar X for binomialférdelad
med parametrarna n och p, och skriver X ~ Bin(n, p).
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g Binomialférdelning

Sats. Om X ~ Bin(n,p), sa dr E(X) = np och V(X) = np(1 — p). Vidare giller att vi kan
approximera X "~ N(np, \/np(1 — p)) om np(1 — p) > 10.

Beviset for vantevérde och varians foljer av argumentet i foregaende foreldsning angaende CGS.
Vi skriver X som en summa av n oberoende Bernoulli-variabler X; ~ Be(p), sa vintevér-
det E(X) = > 7| E(Xy) = np, eftersom E(X;) = 0-(1 —p)+1-p = p. Pa samma
sitt, V(X) = np(1 — p) eftersom V(X;) =0%- (1 —p) +12-p—p* =p(1 — p).

Nér det giller approximationen till normalférdelning sa foljer detta av CGS. Att just kra-
vet np(1 — p) > 10 ger en bra approximation kriver en lite djupare analys av pa vilket sétt
sannolikheterna konvergerar.

o

5% Exempel
Vi sar 1000 stycken fron som har en grobarhet pa 80% (sannolikheten att ett fro gror). Vad
ar sannolikheten att hogst 180 stycken inte gror?

Lat X vara antalet fron som inte gror. Vi antar att olika fron dr oberoende av varandra. Da
dr X ~ Bin(1000,0.2). Eftersom

ap(1 — p) = 1000 - 0.2 - 0.8 = 160 > 10,
sa dr X "~ N(200,/160). Vi beriknar
P(X < 180) ~ ®((180 — 200)/v/160) = &(—1.5811) = 1 — $(1.5811) = 0.057.

Det &r alltsa ca 6% sannolikhet. Verklig sannolikhet (MATLAB binocdf (180,1000,0.2)) &r 6.02%.
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9.2 Poissonfordelning

Antag att vi har en situation dir héndelser intraffar oberoende av varandra med en konstant
intensitet A\, det vill sdga, pa t tidsenheter intraffar i genomsnitt A\ héndelser. Denna typ
av situation brukar ofta moduleras med hjalp av Poisson-fordelningen. Om X(¢) &r antalet
héndelser i tidsintervallet [0, ¢], sa séger vi att X (t) 4r Poissonfordelad med vantevérde p = At.
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Héndelser (markerade med kryss och numrerade) i tidsintervallet [0, ¢]. Tiderna ¢, &r tidpunkten
for héndelsen k.

@ Poissonfordelning
Sats. Vi kallar X for Poissonfordelad med parametern p, X ~ Po(u), om sannolikhetsfunk-
tionen ges av
pre
px(k) =P(X =k) = T k=0,1,2,....

Variabeln X har E(X) = V(X) = p (samma véntevirde som varians, parametern ).

Hur hénger situationen ovan ihop med definitionen av px? Vi fixerar tiden ¢ och delar in inter-
vallet [0,¢] i n lika stora delar, dir vi véljer n sa stort att det hogst finns en héndelse i varje
delintervall. Vi introducerar en sannolikhet p som &r sannolikheten att ett visst delintervall
innehaller en héndelse. Det 4r samma p for alla delintervall och sambandet np = At maste
gilla. Eftersom héndelserna dr oberoende maste X (¢) ~ Bin(n, p). Egenskaper for binomialfor-
delningen medfor att E(X(t)) = np = At.

Vi borjar med att betrakta fallet med noll handelser i intervallet [0, ¢], det vill séga, hdandelsen
att X (t) = 0:

P(X(t) =0) = < g >p0(1 — )0 = (1 - %)n — exp (nln (1 - %)) e

da n — oo. Har har vi utnyttjat standardgrinsvirdet s~'In(1 +s) — 1 da s — 0.
I det allménna fallet kan vi visa att

P(X(t)=k)— ();{:;')ke"\t, n — oo.

For att se detta, lat k vara fix och betrakta
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Vad detta innebér &r att om X, ~ Bin(n, A\/n), sa kommer X,, — X ~ Po()). Detta féljer av
satsen pa foregaende foreldsning om att konvergens i fordelning blir ekvivalent med konvergens
av sannolikhetsfunktioner i det diskreta fallet.

Detta ger oss dven en anvandbar approximationssats for binomialférdelningen.



@ Approximation: Binomial till Poisson

Sats. Om X ~ Bin(n,p) med n > 10 och p < 0.1, sa d&r X "~ Po(np).

Att px verkligen &r en sannolikhetsfunktion foljer fran Maclaurinuteckling av e*:
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Lat oss aven harleda vantevarde och varians. For vantevardet:
>~ ko) = et Y e S
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Variansen #r lite bokigare. Vi kan inte direkt rikna ut F(X?), utan tar till omskrivningen

E(X*) =E(X(X -1)) +E(X).

Alltsa,
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sa B(X?) = p? + p, vilket medfor att V(X) = E(X?) — BE(X)? = pu.
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5% Exempel

Sagaren Sverker sagar ut briidor som har normalférdelad lingd L ~ N(200,/50) (o2 = 50),
enhet: cm. Om Sverker en vacker dag sagar upp 300 bridor (oberoende av varandra), vad &r
sannolikheten att farre &n 5 stycken dr kortare &n 185 cm?

Losning: Vi rdknar forst ut sannolikheten p att en brédda ar kortare &n 185 cm:

200 —15
V50 V50

Lat X vara antalet briador av 300 som &r kortare &n 185 cm. Det foljer att X ~ Bin(300, p).
Sannolikheten p dr alltsa liten, och 300p(1 — p) = 5.01 &r betydligt mindre &n 10, sa normalap-
proximation fungerar antagligen inte. Men Poissonapproximation borde fungera bra da p < 0.1
och n = 300 > 10. Alltsa &r X "~ Po(300 - 0.0170) = Po(5.10). Ur tabell (interpolation
mellan Po(5.0) och Po(5.2)):

= P(L<185)=P (L ) (—2.12) = 1 — ®(2.12) = 0.0170.

4405 + 0.4061
P(X < 4) ~ 22200 "g 04061 _ ) 4233

Alltsa ungefiar 42% chans. Verklig sannolikhet blir 42.15%. Normalapproximation skulle i fallet
ge 31%, vilket &r alldeles for lagt.



@ Addition av oberoende Poissonfordelade variabler

Sats. Lat X ~ Po(u1) och Y ~ Po(usy) vara oberoende. Da dr X +Y ~ Po(u1 + o).

Satsen forefaller intuitivt att vara rimlig. Vi ldgger helt enkelt ihop héindelserna fran tva liknande
processer, det forvantade antalet blir nu gy + pe, och pa grund av beteendet hos var och en
tippar vi att summan fungerar pa samma sétt. Formellt kan vi visa satsen medelst den sa kallade
faltningssatsen. Den simultana sannolikhetsfunktionen for (X, Y") ges av produkten px (i)py (7),
och vi soker sannolikhetsfunktionen for 7 = X + Y. Alltsa,

k

pr(k) = P(X +Y = k) = 35 p(ipy () = 3 px(i)py ( — 1),

i+j=k i=0
Dubbelsumman blir en enkelsumma eftersom vi bara summerar 6ver "diagonalen” (nér k ar fixt
ochi+j=k). Sen ér px(i) =0dai < 0 och py(k—1i) =0dai > k sa det racker att summera
fran ¢ = 0 till ¢ = k. Vidare,
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dér vi utnyttjat binomialsatsen i sista steget. Detta uttryck &r inget annat &n sannolikhets-
funktionen for en Po(uy + po)-fordelad variabel, vilket var precis det vi ville visal

Denna sats kan vi anvinda for att dela upp en Po(u) fordelad variabel i | 1] stycken oberoende
variabler med véntevirde ett, och en liten svans (med langd o — |u]). Pa detta sitt kan man
visa foljande sats.

@ Approximation av Poissonfordelning

Sats. Lat X ~ Po(y) med p > 15. Da ér X "= N(p, /1) (V(X) = p).

N

@ Exempel
Lat X vara antal paket i en datako under en sekund. Métningar har visat att en vettig modell
dr X ~ Po(250). Berdkna approximativt P(X < 240).

Losning: Eftersom véntevardet p = 250 > 15 sa kan vi normalapproximera. Da blir

239 — 250

P(X <240) =P(X <239)~ o

) = §(—0.6957) = 1 — (0.6957) = 0.2433.

Exakt varde: 0.2552.



9.3 Exponentialfordelning

Vi fortsédtter med situationen for Poissonfordelningen, men istéllet for att rdkna antalet hén-
delser réknar vi tiden mellan héandelser. Det visar sig ndmligen att tiden ar exponentialfordelad.
Varfor? Betrakta foljande. Lat T vara tiden till den forsta héndelsen. Detta innebér att inga
hiindelser intréffar pa tiden ¢, dvs P(Ty; > t) = P(X(t) = 0). Men P(X(t) = 0) = e . Vi
betraktar fordelningsfunktionen for 7;:

Fr.t)=P(Ty <t)=1-P(T1 >t)=1—-¢e?, t>0.

Vi kan nu derivera fram téthetsfunktionen: fr (t) = Fj, (t) = Ae™ for ¢ > 0. Detta &r precis
tathetsfunktionen for en Exp(\)-fordelad variabel!

<>

e Exponentialfordelning

Sats. En stokastisk variabel X med tithetsfunktion fx(z) = e **, z > 0, kallas exponen-
tialfsrdelad. Véntevirde och varians ges av E(X) = A~! och V(X) = \~2

En intressant egenskap hos exponentialfordelningen &r att den &r minnesslos:

CPU{X>otaopn{X >x}) PX>x+410) e—Mzo+z)
x> ot | X>m)= P(X > o) - P(X>m) e

=e M =P(X > 1),

9.4 Stokastiska processer

Stokastisk process

Definition. En stokastisk process ar en familj { X} };c; av stokastiska variabler X;: Q — FE,
dér t ar ett index i indexméngden I och processen tar virden i tillstaAndsrummet E.
Ibland skriver vi { X () };es istéllet om det inte finns risk for missforstand.

Foljande kategorisering kan goras. Processen {X;}ies siges
(i) ha diskret tid om I ar uppriknelig, typiskt I = {0,1,2,3,...};
(ii) ha kontinuerlig tid om [ dr ett kontinuum, typiskt I C [0, 00) ett intervall;
(iii) vara diskret om tillstandsrummet E &r upprikneligt: E = {Fy, Fy, Fa, .. .};
(iv) vara kontinuerlig om tillstandsrummet E &r ett kontinuum, typiskt £ C [0, 00) igen.

Processer kan alltsa vara bade kontinerliga eller diskreta, och ha kontinuerlig eller diskret tid.
Speciellt kan vi till exempel ha en diskret process med kontinuerlig tid (tillstandsrummet upp-
rakningsbart men tiden ett kontinuum).

Anmiérkning: eftersom X; ér en stokastisk variabel sa borde vi krdva att £ C R eftersom vi
definierat termen stokastisk variabel pa det sittet. Vi kommer i de ndrmaste avsnitten att tillata
tillstandsrummet att vara mer abstrakt, sig E = {solen skiner, det dr natt} till exempel. Detta
underlittar i vara tilltdnkta tillimpningar.

For varje w € 2 kan vi prata om realiseringen av processen i form av en tidsfunktion z(w,t)
som avbildar indexméngden [ in i tillstandsrummet F; z(w, - ): I — E. Med andra ord, z(w, t)
ger virdet av utfallet vid tiden t.



wq

x(wa,t)
w3

z(ws,t)

wo z(wa,t)

w1 z(w1,t)

Nagra realiseringar vid fixerade utfall w; for en tidskontinuerlig kontinuerlig stokstisk process.

L

Exempel

(i) Xy = st + Ny dér Ny ~ (0,0) for alla ¢t &r oberoende. Detta &r en signal s; vi ofta dr
intresserade av som &r stord av brus (som &r normalférdelat i detta fall).

(i) X; = Acos2t+Be " dir A och B ir stokastiska variabler. Vad héinder nér ¢ gar mot oo?

Det finns mycket teori om stokastiska processer; hur man klassificerar dem (stationér? svagsta-
tionédr? etc) och hur man studerar beteendet. Detta ligger utanfor ramen pa denna kurs, men
vi skall punktstudera vissa specialfall den ndrmaste tiden. Forst ut ar den sa kallade Poisson-
processen.

9.5 Poissonprocessen

Vi aterkommer nu till poissonférdelning, men pa ett lite annorlunda sitt. Lat X (¢) rdkna antalet
impulser i intervallet [0, ¢]. Vi stéller foljande krav.

Poissonprocess

Definition. En stokastisk process {X(t)}:cj0,0) &r en Poissonprocess med intensitet A om
och endast om

(i) Antalet impulser i disjunkta tidsintervall &r oberoende stokastiska variabler;

(ii) P(X(t+h)— X(t) =1) = Ah + o(h);

| (i) P(X(t+h) — X(t) > 2) = o(h).




Notationen o(h) betyder nagot som gar mot noll snabbare &n h. Om f(h) = o(h) innebér

det att llm 1(n)

analysen7 V1 hanterar lilla ordo pa liknande sétt och kan gora analoga "forenklingar.”

Sa hur hianger den hér definitionen ihop med Poissonférdelningen?

Lat p,(t) = P(X(t) = n) och anta att h > 0 &r litet. Eftersom [0,¢) och [t,t + h) &r disjunkta
tidsintervall sa #r variablerna X (¢) och X (¢ + h) — X () oberoende, och X(t + h) &ar alltsa
summan av dessa tva oberoende variabler. Handelsen att X (¢ + h) = n kan nu delas upp i
unionen

= 0. Kommer ni ihag stora ordo fran resttermer i Maclaurinutvecklingar i

{X(t+h) =n} =Ui ({X(t) =n -k} n{X(t + h) — X(t) = k}),

dar hindelserna i varje snitt dr oberoende! Vidare medfor vara villkor att
P(X(t+h)—X(t)=0)=1—Ah+o(h).
Alltsa blir

pu(t+h) = P(X(t) =n)P ( (t+h)—X(t)=0)
+ P(X( )=n—1)P(X(t+h)— X(t)=1)

+ Z P(X(t)=n—k)P(X(t+h)— X(t) = k)

= pu(t)(1 = Mo+ 0(h)) + pu_1(t) (AL + o(h +an K(t

=pu(t)(1 = A+ 0(h)) + pp_1(t)(AR + o(h)) + o(h).

Vi stuvar om lite och finner att

n(t+h) — p,(t o(h
b ( ) b ( ) = _)‘pn(t) + )‘pn—l(t) + ( )
h h
Vi later ¢ — 07 och erhaller da att hogerderivatan uppfyller
(Pn)s () = =Apn(t) + Apu-r(t), n=1,2,....
Speciellt géller py(t) = —Apo(t), t > 0, for n = 0. Med det naturliga begynnelsevillko-

ret po(0) = 1 har denna differentialekvation 16sningen py(t) = e *. Om vi l6ser differentia-
lekvationen for n > 1 erhaller vi
(A"

pa(t) = e n=0123,...

Detta ar sannolikhetsfunktionen for Poissonfordelningen! Vi har med andra ord precis visat
att X (t) ~ Po(At) for alla t > 0.



Fran detta och tidigare héirledda resultat for Poissonférdelningen har vi nu foéljande resultat for
Poissonprocessen.

@ Egenskaper hos Poissonprocessen

Lat X(t) vara en Poissonprocess med intensitet A > 0.
(i
(ii

(i

) Vid tiden t > 0 géller att X (t) ~ Po(At).

) Tiden T mellan tva hindelser &r exponentialférdelad: T' ~ Exp(\).
) Tider mellan olika héndelser &dr oberoende stokastiska variabler.

)

(iv) Sammanslagningen av tva oberoende Poissonprocesser med intensiteter A\; respektive Ay

ar en Poissonprocess med intensitet A\ + Ao.

(v) Om py,pe € [0,1] med p; + po = 1, sa kan X (¢) delas upp i tva oberoende Poissonpro-
cesser med intensiteter p; A respektive po.




