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10.1 Markovkedjor

Vi ska nu betrakta en speciell tidsdiskret diskret stokastisk process, ndmligen Markovkedjan.
Vi borjar med en definition

Markovkedja

Definition. En diskret Markovprocess { Xy }nefo,1,2,..} med diskret tid kallas for en Mar-
kovkedja. Kravet pa processen &r att

P(Xn:xn | Xo=xg, X1 =71,..., Xn1 :xn—l) :P(anxn ‘ X :xn—l)

for alla n > 2 och xg,21,...,2, € E.

Med andra ord sa har historian ingen betydelse for processen. Endast det tillstand kedjan just
nu befinner sig i har nagon inverkan pa framtiden.

Om Markovkedjan har ett dndligt tillstandsrum E sédger vi att Markovkedjan ar dndlig. Vidare
har kedjan ingangssannolikheter p;(0) = P(X, = E;) for alla j > 0. Funktionerna p;(n) be-
skriver generellt sannolikhetsfordelningen for tiden n, dvs p;(n) = P(X,, = E;) ar sannolikheten
att kedjan vid tiden n befinner sig i tillstand E;. Vi kallar dessa sannolikheter fér absoluta
sannolikheter.

Kedjan kallas tidshomogen om P(XnH =FE| X, = El) = p;; ar konstant for alla n > 0.
Detta innebér att vi alltid har samma sannolikhet for 6vergangar mellan olika tillstand i ett
steg. Vi ténker oss p;; som sannolikheten att flytta oss fran tillstandet E; till E; i ett steg.
Fran detta foljer att vi fullstdndigt kan karaktérisera en tidshomogen Markovkedja utifran
Overgangsmatrisen P = (p;;),

Poo Po1 DPo2
Pio P11 P12 -

P = ,
P20 P21 P22 -

dér talet pa rad i och kolonn j representerar évergangssannolikheten p;; att kedjan gar fran
tillstand F; till £} med ett steg. Denna matris har egenskapen att varje radsumma blir ett, dvs
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att Z pi; = 1 for varje 7. Matriser som har denna egenskap tillsammans med kravet att varje

elemént i matrisen &r en sannolikhet kallas for stokastiska matriser. Ett tillstand E; som
har p;; = 1 kallar vi absorberande.

Vi kommer att anta tidshomogenitet om inget annat anges. Ofta beskrivs Markovkedjor med
diagram; vi listar nagra exempel tillsammans med respektive 6vergangsmatris.
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10.2 Overgangar av hogre ordning

Fér i, j,n > 0 later vi p;j(n) = P(X,x = E; | Xy = E;), vilket #r sannolikheten att med
precis n steg forflytta sig fran E; till £; pa nagot sétt. Om kedjan &r tidshomogen &r detta
uttryck oberoende av k, sa vi kan lika gérna skriva

Vi later matrisen P(n) = (p;;(n)) besta av dessa sannolikheter. Hur hénger P(n) ihop med
overgangsmatrisen P?

@ Overgangsmatris av ordning n

Sats. For alla heltal n > 2 giller att P(n) = P".




Beviset for satsen kan goras till exempel med induktion pa n. Vi visar basfallet n = 2:
=Y P(X;=E;| X1 =Ey, Xo = E;) - P(X, = E | Xo = E))
k

=Y P(X,=E; | X, =E})-P(X, = E | Xo = Ej)
k

= Zpkj(l) -pir(1),

vilket #r elementet pa rad i och kolonn j i matrisen P2?. Med samma teknik kan man visa
att P(n) = P- P(n — 1), sa det sokta resultatet foljer fran induktionsaxiomet.

<>

e Chapman-Kolmogorov
Sats. Om m,n > 0 giller att P(m +n) = P(m)P(n) = P™*".

10.3 Sannolikhetsférdelningar

Om vi vet ingangssannolikheterna p;(0) och 6vergangsmatrisen P for en tidshomogen Markov-
kedja, kan vi direkt beskriva fordelningen av sannolikheter efter ett godtyckligt antal steg n
genom ekvationen

p(n) =p(0)P", n >0,

dér vi later p(n) vara radvektorn (pg(n), p1(n), p2(n),...) for n =0,1,2,.... Observera att p(0)
ar radvektorn med ingangssannolikheter.

Allmént kallar vi en vektor @ = (mg, 71,72, ...) for en sannolikhetsvektor om ), 7, = 1
och m;, > 0 for alla k.

Stationér fordelning

Definition. Lat 7w vara en sannolikhetsvektor. Om m uppfyller ekvationen m = 7P kallar
vi 7 for en stationir férdelning.

En stationér fordelning m uppfyller 7 = 7P, vilket medfor att om vi later vektorn p(0) av
ingangssannolikheter ges av p(0) = m, sa erhaller vi p(n) = p(0) P" = xP™ = 7 for alla n. Dérav
ordet stationér.

7 Asymptotisk fordelning

Definition. Om lim p(n) = 7 for nagon sannolikhetsvektor m som inte beror pa ingangs-
n—0oQ

sannolikheterna (vektorn p(0)), sa séger vi att 7 &r kedjans asymptotiska fordelning.

@ Asymptotisk fordelning vs. stationéir férdelning
Om en tidshomogen Markovkedja har en asymptotisk fordelning 7 sa fas denna genom att
16sa ekvationen m = wP.




En asymptotisk fordelning ar alltsa en stationér fordelning. Varfor?
Eftersom p(n) = p(0)P" — = enligt antagande (asymptotisk fordelning existerar), kan vi i
gransvirde erhalla
p(0)P™ ™ = (p(0)P™)P
\J \J

iy = wP

da n — oo. Observera att motsatsen inte giller. En stationér fordelning behover inte vara den
asymptotiska fordelningen.

5% Exempel
Med «, 8 € (0, 1), lat en Markovkedja ha 6vergangsmatrisen P = (1_5 A ) Finn alla statio-

a l-o
néra fordelningar och bestdm (om den finns) den asymptotiska fordelningen.

Losning: Vi borjar med att skriva ut ekvationen m = 7 P:

(8%
o = mo(1 — ) + ma, o = Pyl
sl :71'054‘7'('1(1—0[), = B
1 =my+m, Wl:oz—i—B,

dar vi utnyttjat att mo +m = 1 (annars far vi odndligt manga 16sningar). Losningen &ar entydig
sa det finns bara en stationér fordelning, sa om en asymptotisk fordelning existerar maste den
sammanfalla med vektorn ovan. Sa hur visar vi att en asymptotisk fordelning existerar? Ett
sitt dr att helt enkelt rikna ut grinsvirdet. Det visar sig ganska bokigt att rikna ut P?, P3,. ..
(testa), sa vi anvdnder lite linjar algebra. Man kan néstan gissa att egenvirdena till P ges
av A = 1 och A =1 — «a — f. Lés annars sekularekvationen det(P — AI) = 0. Motsvarande
egenvektorer kan berdknas till

U1:s<1) och v2:s<_j>, s e R\ {0}.

Vi skapar en transformationsmatris 7" med v; och vy som kolonner. Matrisen T" och dess invers

ges av
1 —p _ 1 a f
T=<1 a> och Tl:a:g(_ll)-

Vi diagonaliserar P genom P = T'DT~! dir D &r diagonalmatrisen med egenviirdena pa dia-
gonalen. Da erhaller vi

n —1\n __ nmp—1 ]- O " —1
P" = (TDT™')" = TD"T _T(O 1_a_5) T

1 (aw(l—a—@)” B—B(l—a—ﬁ)">
arf\a-a(l-a-p)" B+all-a-p)"

L (5 8), o
a+p\a B )’ ’

eftersom |1 — a — 8| < 1. Alltsa maste

pn) =p(O)P" 1= (55 %), noe

4



oberoende av ingangssannolikheten p(0). Detta &r alltsa den asymptotiska fordelningen .
Detta dr en ganska lang berdkning for att komma fram till att den stationéra fordelning i
detta fall &r den asymptotiska. Det finns manga satser som garanterar existens av asymptotiska
fordelningar. En av dessa (utan bevis) ar foljande.

<>

e Existens av asymptotisk fordelning

Sats. Om man i en éndlig kedja kan finna ett n > 0 sa att alla element i nagon kolonn av
matrisen P" &r positiva, sa existerar en asymptotisk férdelning.

I exemplet ovan kan vi alltsa direkt sdga att en asymptotisk fordelning existerar, och eftersom
kedjan bara har en stationér fordelning maste denna dven vara den asymptotiska!

10.4 Vidare klassificering av Markovkedjor

Vi kallar ett tillstand E; tillgéngligt fran tillstand E; om p;j(n) > 0 for nagot n > 0; vi
skriver F; — E;. Om bade E; — FE; och E; — E; séger vi att tillstanden kommunicerar och
skriver I; <+ E;. Kommunikation &r en ekvivalensrelation pa méngden av alla tillstand. Med
detta menar vi att

(i) E; <> E; for alla tillstand E;;
(ii) E; <> E; medfor att E; <> Ej;
(ili) Om E; <+ E; och E; + Ej, sa giller att E; <> Ej.

En ekvivalensrelation pa en méngd delar in méngden i sa kallade ekvivalensklasser. Vi sédger
att tva tillstand som kommunicerar med varandra tillhor samma klass. En Markovkedja dér
alla tillstand kommunicerar med varandra (vi har endast en klass) kallas irreducibel. Finns
det flera klasser kallar vi kedjan reducibel.

Lat fi(in) vara sannolikheten att kedjan efter n steg for forsta gangen sedan starten i F; ater igen

befinner sig i F;. Vi later f; = Z fi(i”) vara sannolikheten att kedjan nagon gang atervander

till tillstand E;. Om f; = 1 kz;llzir vi tillstandet F; bestindigt och om f; < 1 kallas E;
obestindigt. Om ett tillstand &r obesténdigt finns en positiv sannolikhet 1 — f;; att kedjan
aldrig atervander till F;.

Varje tillstand i en Markovkedja &r alltsa bestdndigt eller obesténdigt.

Om F; ar bestiandigt, lat den stokastiska variabeln T; vara antalet steg innan kedjan atervinder

till £;. Om E(T;) = Zn Z-(Z-n) < oo (det forviantade antalet steg dr andligt) kallar vi E; for

n=1
positivt bestidndigt. Om E(T;) = oo kallas tillstandet noll-besténdigt.
Det &r dven sant att dessa bestéindighetsegenskaper for tillstand maste delas av hela klasser i en
Markovkedja. Om ett tillstand i klassen till exempel &r positivt bestdndigt sa ér alla tillstand
i klassen det.



@ Exempel

Lat P = vara Overgangsmatrisen for kedjan X,,. Rita upp Markovkedjan och klas-

Ol Wl
O O wi=

= I W=

sificera alla tillstand. Beridkna alla stationéra foérdelningar och den asymptotiska férdelningen
(om den existerar).

Losning: Figur:

1/3
1/3

1/3
1/3 2/3

Vi undersoker nu vilka tillstand som &r bestandiga. Forst ut ar Ej:

Ny L LT 4
Joo = Zfoo 373379
Tillstandet &r obesténdigt. Vi fortsétter med Fjy:
() 11 111 111 1
= —04+-. 4 -.2. 24 Z.2.2.2 S
I ;f“ 3373337333 9 £

Aven E, idr obestindigt. Om vi tittar nirmare pa Fj ser vi att tillstandet #r absorberande (och
dérmed besténdigt); foo = 1. Detta tillstand &r dven positivt besténdigt (sjalvklart).
Vi loser ekvationen w = 7P for att hitta stationdra vektorer:

To | 7L —

3 T3 = To _—
o - o

3 - _
R Moy oo & m = 0
3 3 T = 1
o + ™ + T2 = 1

Inte sa forvanande resultat med tanke pa att tillstand tva ar absorberande.
I matrisen P é&r alla element i kolonn tre skilda fran noll, sa enligt satsen ovan existerar en
asymptotisk fordelning, som maste vara den unika stationéra losningen vi fann ovan.
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@ Exempel

WO N[
N el NI

Lat P =

0
1 | vara overgangsmatrisen for kedjan X,,. Visa att P ar en Overgangsmatris,
10

rita upp Markovkedjan och klassificera alla tillstand. Bestam alla stationéra fordelningar och
finn den asymptotiska férdelningen om denna existerar.

Losning: Eftersom alla rader summerar till ett och alla element ligger i [0,1] sa &r P en

stokastisk matris, och ddrmed en Overgangsmatris for en Markovkedja. Vilken? Vi ritar en
figur:

1/2

1/2
1/4

3/4 1

Vi undersoker nu vilka tillstand som &r bestéandiga. Forst ut ar Ej:

Eftersom termer i en geometrisk serie avtar sa snabbt, sa foljer det dven att

E(T)) = anég) < 00.

n=1

Tillstandet Ej &r alltsa positivt bestandigt. Vi fortsdtter med Ej:

fu= Z M =0+1
L3 - 1.3
=—+- —+--2=1
12 (s ) s
k=1
Pa samma séitt som ovan sa avtar termerna i den geometriska serien sa snabbt att

BE(Th) = anf?) < oo.

n=1

FMH

Tillstandet F; &r alltsa positivt besténdigt. Det visar sig att foo blir numeriskt likadan (betrakta

figuren ovan) sa #ven detta tillstand &r positivt bestéindigt. Alltsa samma for alla tillstand. Ar
denna kedja irreducibel?



For att hitta alla stationéra tillstand 16ser vi ekvationssystemet © = w P, dvs

uny 3o _
2 T = To m = 2
o 2 —
2 T4 - s ™ o= 2
T = 79 ;
o+ 7T +Ty = 1 T2 = 7

Eftersom till exempel P? har hela kolonn ett skild fran noll s vet vi att en asymptotisk
fordelning existerar, och denna maste vara den stationéra fordelningen ovan (eftersom det bara
finns en).

5% Exempel
Lat X, vara en odndlig Markovkedja med tillstanden Eo, Eq, Es, ... och dvergangssannolik-
heterna p;g = ﬁ fori > 1och pjjp1 =1— ﬁ for « > 0. Ovriga p;; = 0. Avgor om Ej

ar bestandigt.

Lésning;:

Vi ser att féé) = 0 och att for n > 2,

w k-1 15 k-1)k+1) 1 1-2---(n—2)-3-4---n
Joo' =05 T_EH k-k "2 2.3-n-2-3---m
k=2 k=2
1 1 (n—=2)-nl 1 no 1
"2 2 plenl 202 n—1 2n(n-—1)

For att rakna ut foo delar vi upp fég ) partialbrak och utnyttjar att summan blir en teleskop-
summa:

o0

00 9] k
Ny b 1 Loy by, L1
Joo ;foo ZQn(n—l) 2 (n—l n 21«1—{20 = n—1 n

n=

Tillstandet Ej blir alltsa obestéindigt!
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@ Exempel
Lat X,, vara den odndliga Markovkedjan med foljande tillstandsdiagram:

for k =1,2,3,..., klassificera tillstandet Ej.

6
k22

Om a, =

Vi ser att fég ) = 4,_1 om n > 2 och att féé) = 0. Vi underscker om Ej &r besténdigt:

Zfoo _Za”_lzg %:1

n=2 n=1

enligt vilkdnd matematisk formel. Tillstandet &r alltsa besténdigt. Vidare,

Zfo _Wg = —/ ~dz = 00

Alltsa ar Ey noll-bestéandigt!

0 =1 4
——7? Man kan visa att — =

™

Vad hade hént om a; = 907

= sa Ey ar besténdigt. Blir det
™

nollbesténdigt? Faktiskt sa blir det inte sa eftersom

an / d:c<oo

Om a, = C'k™ for lamplig konstant C' > 0, vart gar grinsen pa « for att Ey skall vara positivt
bestandig?



