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1 Repetition
Definition. Lat X och Y vara stokastiska variabler med E(X) = px, V(X) = 0%, E(Y)
py samt V(Y) = o2. Kovariansen C'(X,Y) definieras enligt

O(X,Y) = B((X — px)(¥ — )

och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

p(X)Y) = :
Ox Oy

Bade kovarians och korrelation &r ett matt pa linjart beroende mellan X och Y dér korrelationen
ar normerad sa det gar att jimfora olika fall. Vi listar lite kéinda egenskaper

(i) Om C(X,Y) = 0 kallas X och Y for okorrelerade.

)

(i) C(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y).
)
)

(iii) Om X och Y &r oberoende sa ér C'(X,Y) = 0.

(iv) C(X,X) =V (X).

(V) C <CL0+ZCL¢X¢7 bg—i-Zb]}/;) ZZalb C is J
i=1 j=1 i=1 j=1

(vi) |p(X,Y)| <1 med likhet om och endast om det finns ett linjart samband mellan X och Y

Observera att C(X,Y) = 0 inte nédvandigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X va-

ra rektangelférdelad enligt X ~ Re(—1,1) och definiera Y = X?. Uppenbarligen beroende
variabler, men

1
C(X,Y)=EXY)-EX)EY)=EX*-0-E(Y)=EX? = / z? - = dx =0,
=1l
|84 X och Y ir okorrelerade.




2 Vektorer av stokastiska variabler

Lat X = (X; Xy -+ X,,)T vara en vektor vars komponenter r stokastiska variabler. Vi striivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definiera vintevardet
av X genom vantevirdesvektorn

BE(X) = (E(X1) BE(X2) -+ E(X))".

Pa samma satt definierar vi vantevardet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite
konstigare sa vi introducerar kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma dimension).
Lat Y = (Y1,Ys, ..., Y,)T och definiera C(X,Y) enligt

Ci1 Ci2 - Cin C<X17 Yl) O(Xb Yz) T C<X17 Yn)
Chl Cp2 " Cpp C<Xn7 )/1) C(Xn7 YVQ) Tt C(Xna Yn)

dér ¢;; ér kovariansen mellan X; och Y;.

En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet

fran linjar algebra. Kovariansen mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer kompakt skrivas
C(X,Y)=E(X - BE(X))(Y - E(Y))") = E(XY") - E(X)E(Y)",

diéir ()T innebér transponering. En produkt A = xy” brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 4,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skaldrprodukten (X7Y").
Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da d&r AX en linjarkombination av X, X,..., X,, och BY
en linjarkombination av Y7,Y5,...,Y,. Dessutom kan alla linjirkombinationer skrivas pa detta
sitt. Vidare géller nu tack varje linjériteten att E(AX) = AE(X) och

C(AX,BY)=FE(AX(BY)") - E(AX)E(BY)" = AE(XY")B" - AE(X)E(Y)"'B”
= AC(X,Y)B".
Notationen cov(X,Y’) ar ocksa vanligt forekommande, och i fallet da Y = X skriver vi ofta
Cx =cov(X) =C(X, X).

N

@ Exempel

-2 4
Hitta en prediktor X, = aX; + b sé att E()A(Q) = F(X5) och V(X5 — )?2) ar minimal.

Lat X = (X; X5)T vara en stokastisk variabel med E(X) = (1 2)” och Cx = ( L =2 )

Losning. Vi ser direkt att
E(aX;4+0b)=aE(X;)+b=a+b och E(X,) =2,
sa a + b = 2. Vidare giller att

Xo— (aX;+b)=( —a 1)(%)—5,

sa
X1 —a
V(Xg—aXl—b)—V<(—a 1)<X2))—(—a 1)CX( ) )
L 1 -2 —a \ o _ 9
=(—a 1)<_2 4 )( ] )—a +4a+4=(a+2)".
Minimum sker uppenbarligen nédr a = —2, vilket ger att b = 4.
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3 Skattningar for kovarians och korrelation

Om vi har ett stickprov (zg,yx), & = 1,2,...,n, dir (Xy,Y)) ar stokastiska variabler med
samma fordelning, sa skattar vi kovariansen C' med

~ 1 _ _
o= > (T~ )
k=1
och korrelationen med
c (@ —T)(yk — )

ﬁ: B .
5 (i i~ 1) (o S 7)

Av tradition betecknar man ofta p = r. En naturlig fraga i detta skede dr om vi kan sdga
nagot om fordelningen for den skatta korrelationen under nagot ldmpligt antagande om det
slumpméssiga stickprovet. Vi aterkommer i fallet med normalférdelning i nésta avsnitt.

4 Multivariat normalférdelning

"Pain has a face. Allow me to show it to you.”
—Pinhead

Vi har stott pa den flerdimensionella normalférdelningen tidigare, men vi kan formulera det
hela lite mer kompakt pa foljande sétt.

Multivariat normalférdelning
Definition. Viséger att Y har en multivariat normalférdelning om det finns en konstant
vektor p € R™ och en konstant matris A € R"™™ sa att Y = p+ AX, dir X &r en vektor
med stokastiska variabler, X = (X; Xy -+ X,,,)T, och X; ~ N(0,1) &ér oberoende.

Ar definitionen vettig? Ja, den reducerar atminstone till det forvintade resultatet om n = 1:
Y = p+ 0%X dir X ~ N(0,1). Vidare giller sa klart att

E(Y)=p+EAX)=p

och
Cy = ACx AT = AAT

eftersom Cx dr identitetsmatrisen (variablerna dr oberoende om har varians 1).

o

5% Exempel

Lat X ~ N (( _11 ) , ( 1 ; >) Bestam vantevarde och varians for Y = X; + Xs.




Losning. Vi skriver Y = (1 1)(X; X,)' = AX. D4 blir
EY)=AEX)=(11)1 -1)T=0
och
Cy = ACx AT = (1 1)< 1 é)(n)T:a
Ar det Klart att Y ~ N(0,v/5)?

e

Sats. Om Y har vantevirdesvektorn g och en kovariansmatris 3 som uppfyller att det 3 # 0
sa géller att Y har multivariat normalférdelning om och endast om Y har den simultana
tathetsfunktionen

1 1 S )
JY2s s Yp) = exp | —=(y — b — , e R".
Sy, ye, - ) TN s> p( SW—W'E (Y-, y

Bevis. Eftersom kovariansmatrisen ¥ alltid &r positivt semidefinit (varfér?) och vi antar att
determinanten |X| := det ¥ # 0, sa &r X positivt semidefinit och da finns alltid en inverterbar
matris A € R™" sidan att ¥ = AAT. Definiera Y = AX + pu, dir X = (X; X, -+ X))
och Xy ~ N(0,1) &r oberoende. Téathetsfunktionen for X ges da av

1 1
fX(I1,$2, . ,l‘n) = Wexp <—§wT:c> s x € R"

Enligt transformationssatsen for flerdimensionella stokastiska variabler sa kommer

d(iCl,.I’Q, RN ,LCn)
d(y1>y27 s 7yn)

Fr(y) = Fx (A7 (y — ) ‘

eftersom X = A71(Y — p). Vi ser att jacobianen ges av

d(xy, o, 20) o a1
d(y17y27"-7yn> B ‘A ’_ |A‘ 7
fr(y) = (2;)” Al 1exp( %(A‘l (y—m) (A (y—u)))
1 1

~ Gl AT o (<5 - ) (A7 A ()

)
1
m)

=N

~ oA e (<5 WS ).

diir vi utnyttjat att |A|~! = |A|” 1/2|AT\ 12 = |AAT|71/2,

Omviént, om Y &r normalfordelad sa séger definitionen att det finns en matris A € R™™
och en vektor p € R"sa att Y = AX + p for X = (X; Xy -+ X,,))T déir X, ~ N(0,1)
ar oberoende. Faktum #r att m = n #r nodvindigt d& ¥ = AAT antas vara inverterbar,
eftersom n = rank(AAT) < min{rank(A),rank(AT)} (ty vid produkter av matriser vinner
alltid den med ligst rank) och rank(AT) = rank(A), sa rank(A) = n eftersom vi har n
kolonner. Argumentet ovan visar nu att tdthetsfunktionen ges av uttrycket i satsen. 0



L

Q Exempel

Lat X;, Xo ~ N(0,1) vara oberoende och definiera Y = (X; — X5, 2X; + X5). Bestdm
tathetsfunktionen for Y .

Losning. Vi skriver

Da blir <

och
Cy = AC’XAT =A

VR
O =

Saledes blir det Cy = 9 och

1 5 -1
-1 _ *
ot (5 )
Alltsa blir . .
Jy (Y, p2) = 6r &P (_E (597 — 2y1y2 + 2y§)>

ty

1 5 -1 n 1 2 2
(1 y2)§ < 1 9 ) (y2 ) :5(5y1—2y1y2+2y2).

<>

e

Sats. Lat Z = d + BY, dar Y &ar multivariat normalfordelad. Da ar &ven Z multivariat
normalférdelad.

Bevis. Foljer direkt fran definitionen.

<>

e

Sats. For Y ~ N(u, X) géller att komponenterna i Y &dr oberoende om och endast om 3 ar
en diagonalmatris (under forutsittning att A &r inverterbar).

Bevis. Kravet pa att A ska vara inverterbar foljer av att om sa icke ar fallet sa ér férdelningen
degenererad eftersom Ax = 0 har odndligt manga 16sningar. Det &r alltsa sjalvklart i detta
lage att komponenterna i Y inte kan vara oberoende. Sa antag nu att det A # 0.

Den ena riktningen &r mer eller mindre sjilvklar eftersom om komponenterna i Y &r oberoende
kommer C(Y;,Y;) =0 for i # j och C(V;,Y;) = 02, sa Cy blir en diagonalmatris.

Antag nu att Cy &r en diagonalmatris, sig

o2 0 0
0 o2 - 0
0 O o2



Eftersom Cy = AAT kommer Cy att vara inverterbar, vilket innebér att samtliga o? # 0.
Inversen Cy' #r #ven den en diagonalmatrisen med diagonalelementen o . Siledes blir den
simultana tathetsfunktionen

1 1 Tx—1
W) = e (3w 0= - )

- (\/ﬁ)”alurg o P <—% Z(yj N Mj)aj_Q(yj - Mj))

| e e S | ()

Eftersom den simultana téthetsfunktionen ges av produkten av téthetsfunktionerna for Y; foljer
det att variablerna &r oberoende. 0




