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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.

Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs

dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Motivera svaren pa foljande fragor noggrant!

(a) Lat f(x) = for 0 <z < 1 och f(z) = 0 for ovrigt. Ar f en tithetsfunktion?
(b) Lat f(z) = 2x/3 for —1 < x <2 och f(z) = 0 for 6vrigt. Ar f en téthetsfunktion?
(c) I"Jét flz,y) =22 —y? for -1 <z <1och0<y<1,och f(z,y) = 0 for Svrigt.
Ar f en tédthetsfunktion?
(d) Lat P(A) = P(B) = 1. Visa att om A och B &r oberoende sa d&r P(AN B) = 1.

(e) Lat P(A) = P(B) = 1. Géller P(AN B) =1 dven om A och B &r beroende?

Bevisa eller ange motexempel.

(f) Lat P(A|B) = 0.45 och P(B*) = 0.32. Berékna P(A) om A C B.

Lat X ~ N(10,2) och Y ~ N(12,4) vara oberoende. Berdkna P(X >Y)

Lat X ~ N(10,0). Vad maste o vara for att P(X > 12) = 0.27?
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(b

)
)
)
)

(

(1p)
(2p)
(2p)

(c) Antag att X;, i = 1,2,...,7, & oberoende och har fordelningen X; ~ N(u, o) dédr bade u
och ¢ dr okiéinda. Om man vid en observationsserie erhéll foljande virden, ange ett 99%

konfidensintervall for u.

1 1 2 3 4 5 6 7
z; | 10,0 95 99 92 106 11.1 104

7
Tips: T = 10.1 och Z(wl —7)% = 2.56.
i=1

3. Lat f(x,y) = cx(y + 1) pa rektangeln 0 <z <3 och 0 <y < 2.

(a) Bestdm konstanten c.
(b) Berikna fx(z) och fy(y). Ar variablerna X och Y oberoende
(c) Berdkna P(3Y > 6 —2X).

(2p)

Vénd!



4. Bonden Benny har trottnat pa sina mjolkkor och har istéllet borjat odla sydamerikansk kaktus
i sin gigantiska ladugard. Enligt tidigare undersokningar har det visat sig att 25% av den sorts
kaktus som Benny odlar innehaller tillridckligt mycket meskalin for att kunna extraheras effektivt.
Benny har odlat 5030 stycken kaktusar. Approximationer nedan d&r OK om dessa motiveras.

(a) Antag att pastaendet 25% stémmer. Om Benny pa mafa viljer ut precis 20 stycken kaktusar
fran ladugarden och testar dessa, vad ar sannolikheten att fyra eller fler innehaller tillrackligt
mycket meskalin for effektiv extraktion? (3p)

(b) Nér Benny till slut testade 200 stycken kaktusar fann han att 42 inneholl tillréckligt med
meskalin. Ange ett 95% konfidensintervall fér andelen av alla kaktusar i ladugarden som
har tillrickligt hog meskalinkoncentration. Ar 25% rimligt? (3p)

5. Cigarrconnoisseuren Cesar borjar fa tomt i sin humidor och har endast 3 st Cohiba Esplendidos,
2 st H. Upmann Monarchs, och 5 st Partagas Lusitanias kvar.

(a) Om Cesar pa mafa (utan att titta) plockar tre cigarrer, vad &r sannolikheten att han finner
minst en H. Upmann Monarch bland de tre utvalda? (2p)
(b) Antag att Cesar pa mafa (utan att titta) plockar en cigarr i taget. Lat X vara antalet
cigarrer till och med att Cesar far en Cohiba Esplendidos for forsta gangen. Berikna san-
nolikhetsfunktionen py samt vintevirdet E(X). (4p)

6. Lat X ~ Bin(n,p) dir np = 2950. For vilka p géller att P(In X > 8) < 0.057 Svaret far ej
innehalla n. Approximationer gar bra om dessa motiveras. (6p)
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1. (a) Nej. Vi ser att / xdr =1/2, sa arean &r inte ett.
0
(b

)
) Nej. Funktionen dr < 0 da —1 <z < 0.
(c) Nej. Funktionen #r < 0 till exempel da z =0 och 0 < y < 1.
)
)

(d) Detta géller eftersom P(ANB) = P(A)P(B)=1-1=1.
(e) Fortfarande sant. Detta foljer ur
1=P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AnB)=2—-P(ANDB).
Enda mojligheten &r att P(AN B) = 1.

(f) P(A) = P(ANB) = P(A|B)P(B) = 0.45 - (1 — 0.32) = 0.306.

Svar: (a) Nej. (b) Nej. (c) Nej. (d)-(e) Se ovan. (f) 0.306.
2. (a) Lat Z=Y — X. Da &r Z ~ N(12 — 10,42 + 22) = N(2,/20), s&
P(X>Y)=P(Z<0)=P((Z—-2)/V20) = &(-2/v20) = 1 — ®(2/v/20) ~ 0.33.
(b) Vi vill ha:
02=P(X>12)=1-P(X <12)=1-P((X —10)/0 <2/0) < &(2/0)=0.28.

Ur tabell finner vi nu att 2/0 = 0.8416, sa o = 2.38.
(c) Vi skattar o med s som ges enligt

1 2.56
2 2
5= — ;:1(:13 T) G 0.4267
Da vet vi att
X —u
T = ~ t(6
S/v/n (),

sa

_ta/2 ta/Q

Figur 1: Den markerade arean innehaller 99% av sannolikheten for ¢(6)-fordelningen.

Vi loser ut p ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att

— S - S

\/ﬁta/2(6)'



Vi ersitter X med den observerade punktskattningen = Z = 10.1 och S med s = 0.6532.
Da erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 99%:

I, =[9.18,11.02],

dédr vi anvént o = 0.01 och tp.005(6) = 3.707.
Svar: (a) 0.33.  (b) 0 =2.34.  (c) [9.496,10.704].

3. Vi skisserar de intressanta omradena i Figur 2.

Y

Figur 2: Den skuggade rektangeln dr omradet dér fxy inte dr noll. Den morkare skuggade triangeln
dr det omrade vi #r intresserade av i (c).

(a) Konstanten ¢ fas ur sambandet
2 3
¢t =/ / z(y+1)dedy = --- =18,
0o Jo
sa ¢ = 1/18.

(b) Vi rédknar ut de marginella tathetsfunktionerna:

2 2x
fx(x)=/ x(y+1)dy:3, 0<z<3,
0
och 5
1
fr@) = o+ =" 0<y<e
0

Vi ser direkt att fx(z)fy(y) = fxy(z,y) for 0 <z <3 o0ch 0 <y <2, sa X ochY
ar oberoende (fxy, fx och fy &r noll annars). Vi kan &dven direkt se att fxy &r en
produkt av en funktion av z och en av y. Aterstar da bara att bestimma konstanterna.
Men ovanstaende argument fungerar alltid.

(¢) Den del av det skuggade omradet dar 3Y + 2X > 6 ses i figuren. Vi stéller upp volymen
och finner att

1 3 2
P(3Y>6—2X):—// x(y+1)dydm:...:§_
18 Jo Ja(1—a/3) 4



4.

D.

Svar: (a) c=1/18 (b) Se ovan. Variablerna &r beroende. (c) 3/4.

(a)

Vi har hir att X ~ Hyp(N,n,p) som modell. Med p = 0.25, N = 3060 och n = 20 ser vi
att vi kan betrakta X ~ Bin(20,0.25) som lamplig approximation. Saledes erhaller vi

P(X>4)=1-P(X <3)=1-0.2252 = 0.7748.

Verkligt virde (via hypergeometrisk fordelning) &r 0.7757.

Vi soker konfidensintervall fér andelen som har denna gensammanséttning. Totalt sett n =
200 stycken personer, och uppmétt &r X = 42. En naturlig skattning pa den verkliga andelen

ges av

L X
p==
n

och vart observerade virde dr p = 42/200 = 0.21. Fordelningen fér X ges approximativt
av X ~ Bin(n,p). Vidare ser vi att

np(1 — p) ~ 200-0.25 - 0.75 = 37.5,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsa blir P *®" N(p, d), dir

d=+/p(1 —p)/n = 1/37.5/2002 = 0.0306.

Var testvariabel blir alltsa

ﬁ_ appr
Z:Tp 2N(0,1).

Vi stanger in Z:
P(=Xa2 £ Z < Agp2) =1-a,

dar A\, ar normalfordelningens a-kvantil. Vi har o = 0.05 och A, /2 = A0.025 = 1.96. Vi loser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xoo2sd < p < P+ Aooasd.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.15,0.27] om vi ersétter P med det observerade
virdet p = 0.21.

Svar: (a) Ca 77%. (b) [0.15,0.27]. Andelen p = 0.25 forefaller inte orimlig.

(a)

Denna situation &r hypergeometriskt fordelad med N = 10, n = 3 och p = 2/10 (sannolik-
heten att en slumpmaéssigt utvald cigarr &r av rétt sort). Vi later Y ~ Hyp(10,3,1/5). Det
som efterfragas &r med andra ord P(Y > 1). Ur formelsamling vet vi vad sannolikhetsfunk-
tionen ar, sa vi kan direkt ridkna ut att

(1)(2),G)(5)
1 2 2 1 2-2841-8
+ +0 =
10 10 120
3 3
Vi borjar med att stdlla upp sannolikhetsfunktionen. Detta &r en slags for-férsta-gangen-

fordelning, sa for att lyckas pa forsok k£ maste man misslyckas pa de k — 1 féregaende.
Multiplikationsprincipen ger tabellen nedan.

P(Y > 1) =py(1)+py(2)+py(3) = ~ 0.533
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k=1 3 0.3000
—9 I.3 0.2333
—3 L.8.3 0.1750
—4 1.6.5.3 0.1250
—5 I.8.3.4.2 0.0833
6 L.0.3.4.3.3 0.050
—7 L.6.5.4.3.2.3 (0250
k=8 L.8.3.4.3.2.1.3 (0083

For ovriga k maste px (k) = 0 (varfor?). Vi kan &ven samla ihop till en lite snyggare formel
enligt
7 (10 — k)!

px (k) = 3m,

k=1,2,...,8.

For att berdkna E(X) anvénder vi definitionen och finner att

7
B(X)=> k-px(k)=--- =275
k=1
Svar: (a) 0.533. (b) px se ovan, vintevirdet ar 2.75.

. Om vi antar att np(1 — p) > 10 sa kan vi normalapproximera (vi aterkommer till detta villkor).

Da ir X " N(2950, 1/2950(1 — p)). Vi har da

P(logX >8) =P(X >e®)=1-P(X <8 =1—d((e® — np)//np(1 — p)) < 0.05,

vilket ger att

d((e® —np)//np(1 —p)) >0.95 < (¥ —np)/\/np(1 —p)) > 1.645.

Hiir &r det viktigt att observera att e® — np > 0, annars blir det problem med att plocka bort ®
(kréver extra steg). Det foljer ddrmed att

(8 — np)?

Loy 057

p=1-—
dér vi utnyttjat att np = 2950. Det foljer da ocksa att n = 3353, vilket vi kan anvéanda for
att testa approximationsantagandet via simulering om vi har en dator. Annars récker det att

konstatera att np(1 — p) ~ 2600 &r betydligt storre &n 10. Testa &ven att rédkna framlénges
med n = 3353 och p = 0.8799:

P(X > ) ~ 11— ®((e® — 2950)/1/2950 - (1 — 0.8799)) = 0.05.

Exakt virde (med binomialférdelning) blir 0.0531.

Man bor dven Overtyga sig sjalv om att p = 1 gar bra &ven om detta in direkt foljer av approxi-
mationsargumentet ovan.

Svar: 0.8799 < p < 1.



