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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan efter skrivningens slut. Lycka till!

1. (a)

(b)
()

Lat P((AU B)¢) = 0.4 och P(A) = P(B). Om A och B &r oberoende, vad kan P(A) anta

for varden?
Om P(A) = P(B), &r A och B oberoende? Bevisa eller ange motexempel.
Lat P((AUB)¢) =0.4, P(A) = P(B) och P(A|B) = 0.5. Vad kan P(A) anta for virden?

2. Vid en reaktion méter man hur mycket av ett visst &mne som bildas beroende pa hur lang tid
man later reaktionen fortga.

(a)

Vid métningar vid olika tidsvdrden z; (kénda) fann man foljande samband mellan det
uppmétta innehallet y och x (i limpliga enheter):

| 2 4 6 8 10 12
y | 6.45 11.87 20.43 25.59 32.75 42.98

Anvénd linjér regression med modellen y, = axp+b+ep, k =1,2,3,4,5,6, dir ¢, ~ N(0,0)
ar oberoende och a, b € R &r konstanter, for att bestdmma en linje y = az+b som minimerar
kvadratfelet.

Vad kan man siga om innehallet (y-virdet) efter 20 tidsenheter (z = 20)?

For ett okédnt prov som reagerat klart gjorde man 15 upprepade métningar och fann
medelvirdet 37.1352 samt stickprovsvariansen s? = 3.8416. Antag att dessa méitningar
dr observationer fran oberoende N (u,o)-variabler. Ange ett 95% konfidensintervall for
vantevérdet u.

3. Timmy brukar sitta och jonglera en kniv nir han kénner sig rastlos. For en viss riktigt obalan-
serad Rambokniv #r sannolikheten for en skada konstant lika med 10~ per kast. Antag att olika
kast &r oberoende.

(a)
(b)
()

Om Timmy jonglerar genom att kasta kniven 25 ganger, vad &r sannolikheten att han
skadar sig sjdlv hogst en gang?

Timmy kor 500 stycken serier med 25 kast i varje, vad dr approximativt sannolikheten att
han blir skadad mer &n atta ganger?

Om Timmy kastar gang pa gang tills dess att han till slut skadar sig, vad &r sannolikheten
att detta tar fler &n 1000 kast?

Vénd!

(3p)

(2p)
(2p)

(2p)



4. Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler. Lat X ha tdthetsfunktionen fx(z) = c12?
for 0 < = < 2 och Y ha tdthetsfunktionen fy(y) = ¢o for —1 < y < 1 (och noll for 6vriga x
respektive y).

(a) Bestdm c; och co samt den simultana téthetsfunktionen for (X,Y).
(b) Berékna P(X >1och Y <0).
(c) Berékna P(X < 2Y).

5. Lat X ~ N(10,2) didr o = 2 &r standardavvikelsen.

(a) Lait Z=0da X <8, Z=1da8< X <12, Z=2dia X =12, och Z =3 da X > 12.
Bestim sannolikhetsfunktionen for Z, E(Z), V(Z) samt E(Z?).

(b) Bestim P(Z2 = 2Z + 3) samt P(|Z| > 2) med Z enligt ovan.

6. I en stor (odndlig) mingd forekommer en viss egenskap med sannolikhet p for ett slumpmissigt
utvalt element. Om vi véljer ut n stycken element ur méangden brukar vi som bekant skatta p

~ X
med hjilp av den stokastiska variabeln P = — dér X ~ Bin(n, p).
n

(a) Visa att P #r en vantevirdesriktig skattning av p.
2
(b) Visa att — &r en skattning av p? och undersok sedan hurvida den #r vintevirdesriktig.
n
Motivera dina svar ordentligt!
2

(¢) Undersdk om — &r en asymptotiskt véinteviirdesriktig skattning av p?, dvs unders6k om
n

lim E(X?%/n?) = p*.

n—oo
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1. (a) Lat P(A) = x. Eftersom P(AN B) = P(A)P(B) = z? erhaller vi
0.6 =P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 2z — 2%
Vi l6ser 22 — 22 +0.6 = 0 och finner att z = 1++/0.4 = 1£0.63. Endast = 0.37 &r mojlig
(varfor?).

(b) Nej. Samma sannolikhet har inget med oberoende att gora. Singla en slant och lat A
vara krona och B klave. Ett rattvist mynt har P(A) = P(B) = 1/2, men uppenbarligen
ar P(AN B) = 0 sa hiindelserna dr beroende (vilket dven verkar vettigt intuitivt).

(c) Eftersom P((AUB)¢) =0.4sa dr P(AUB) = 0.6. Lat P(A) = x. Vi vet att P(A|B) =0.5

och att
0.6=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =2z — P(ANB),
= P(ANB) 2z—06
0.5=P(A|B) = P(B) ==
Alltsa maste 0.5x = 2z — 0.6, eller x = 0.6/1.5 = 0.4.
Svar: (a) 0.37 (b) Se ovan. (c) 0.40.

2. (a) Vi rdknar ut koefficienterna by och b; (se formelbladet):
bo =—-1.70 och b1 = 3.58.

Var regressionslinje blir alltsa y = by + bz = —1.70 + 3.58z.

(b) Inget kan siigas da x = 20 ligger langt utanfér det intervall vi har métningar inom. Sadan
extrapolation ar livsfarlig! Till exempel skulle &mnena som reagerar kunna ta slut efter
sdg r = 15 tidsenheter sa inget hander déarefter.

(c) Vi har n = 15 och bildar testvariabeln
Y —p
T=——~1(14
ST ~ )

och ser att
P(_ta/2(14) <T< ta/2<14)) =1l-a

_toz/2 ta/2

Figur 1: Den markerade arean innehaller 95% av sannolikheten for ¢(14)-fordelningen.

Vi loser ut p ur intervallet i sannolikhetsmattet och erhaller att

_ S = S
Y — %%4/2(14) <wp< Y + %tcx/2(14)'



Vi erséitter Y med den observerade punktskattningen 7 = 10.59 och stickprovsvariansen S
med s = 1/3.84 = 1.96. Da erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 95%:

I, = [36.0, 38.2],

dér vi anvént o = 0.05 och t.25(14) = 2.145.
Svar: (a) y = —1.70 + 3.58z. (b) Inget. (b) I, = [36.0, 38.2].

3. (a) Lat X vara antalet ganger Timmy skadar sig vid 25 kast. Da dr X ~ Bin(25,1/1000), och
saledes

P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)= < 205 > P°(1—p)® + < 215 >p(1 —p)* =0.9997,

dar p = 1/1000.
500
(b) Lat X; ~ Bin(25,1/1000) for ¢ = 1,2,...,500 vara oberoende och definiera ¥ = ZXZ-.
i=1
D& ar E(Y) = 500 - 25/1000 = 12.5 och V(Y) = 500 - 12.5 - (1 — 1/1000) = 3.5342.
Eftersom det 4r manga termer i summan kommer den att bli approximativt normalférdelad,
sa Y "R N(12.5,3.534). Fran detta foljer att
PY>8)=1—P(Y <8 ~1—®((8—12.5)/3.534) ~ 0.90.

(c) Lat Z ~ Ffg(1/1000). Vi soker sannolikheten att Z > 1000:

oo o]
P(Z>1000)= Y  p(l-p)F= 1000 > (999/1000)" = [ geom. serie | = 0.367.
k=1001 k=1001

Svar: (a) Ca 99.97%. (b) 90%. (c) 36.7%.

4. Vi skisserar de intressanta omradena i Figur 2.

Y

Figur 2: Den skuggade rektangeln dr omradet dir fx y inte &r noll. Den Gvre triangeln (grén) &r det
omrade dér 2y > x och den undre rektangeln (rosa) ar det omrade dér = > 1 och y < 0.



(a) Konstanten c¢; fas ur sambandet

2
8
011—/ ?de = -,
0 3

sa c; = 3/8. Den s.v. Y ér likformigt fordelad pa [—1,1] sa ¢ = 1/2. Eftersom variablerna
dr oberoende far vi den simultana téthetsfunktionen i form av produkten av de marginella:

322 for 1<
, y<lochO<ux<2,
fxy(ey)=q "

0, for ovrigt.

(b) Eftersom X och Y &r oberoende sa &r

2 32 1 7
1

(c) Hér blir det lite bokigare da grianserna for X och Y beror pa varandra, men en skiss (se

Figur 2) leder till att
2y
P(X <2Y)= // 2% drdy = - - =3

Svar: (a) ¢; = 3/8 och c3 = 1/2. (b) 7/16. c) 1/8.

5. (a) De mojliga virdena Z kan anta &r 0,1, 2,3. Vi stéller upp sannolikhetsfunktionen foér Z:
P(Z=0)=P(X <8)=®((8—-10)/2) = &(—1) = 0.1587,
P(Z=1)=PB< X <12)=o((12—-10)/2) — ¢((8 — 10)/2) = 0.6827,
P(Z=2)=P(X =12) =0,

P(z=3)=P(X >12) =1 — ®((12 — 10)/2) = 0.1587.
Fran detta kan vi sedan direkt bestdimma att
=> kP(Z=k)=11588 och E(Z%) = 23: k2P(Z = k) = 2.1110.
k=0
Vidare, V(Z) = E(Z?) — E(Z)? = 0.7682.
(b) Eftersom Z? —27Z —-3=0 <« (Z-3)(Z+1)=0sair
P(Z? -27Z -3=0)=P(Z=3)+ P(Z=—1) =0.1587 + 0.
Vidare, det enda Z med positiv sannolikhet dér |Z| > 2 dr Z = 3, sa
P(|Z| >2) = P(Z =3) =0.1587.

Svar: (a) Se ovan. (b) Se ovan.

~ 1
6. (a) Eftersom X ~ Bin(n,p) sa dr E(P) = —E(X) = P _ p. Saledes vantevérdesriktig!
n n
(b) Allt (ja, varenda en du kan komma pal) ir skattningar av p?. Men de flesta fr s klart
vildigt daliga. Ar P? vintevirdesriktig? Vi undersiker:
S0y E(X?)  V(X)+ E(X)? 1— 2
B - ) _ VOO + BO? _ npl1=p) + ()

n? n? n?

1
ol
n n

Alltsa kommer inte vintevirdet for skattningsvariabeln att bli p?. Detta #r alltsa inte en
vintevirdesriktig skattning! Tycker du den verkar vettig &nda?




(c) Fran uttrycket i foregaende deluppgift kan vi enkelt se att

lim E(P?) =p?(1-0)+0=p?

n—oo

sa enligt definitionen i uppgiften ar detta en s.k. asymptotiskt vintevirdesriktig skattning
2
av p°.

Svar: Se ovan.



