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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift ar viard 6 podng. For godkénd tentamen ricker 16 podng. Noggrann motivering krivs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan efter skrivningens slut. Lycka till!

1.

Lat A, B och C vara héndelser sa att P(A) = 0.4, P(BN A*) = 0.2 och P(BNC) = 0.05. Vidare
sa ir P(ANB) = P(ANC) = 0.10 och AN B samt AN C &r disjunkta (de har inget snitt).
Héndelserna B och C &r dessutom oberoende.

(a) Bestdm P(B). (2p)
(b) Ar A och B oberoende? Oforenliga? Motivera ditt svar! (2p)
(c) Berékna P(A|BUC). (2p)

. Vid en serie oberoende métningar av en process erholl man féljande vérden:

249 3.03 273 1.70 229 121 2.89 0.85.

Vi antar att dessa vérden utgér ett stickprov av en normalfordelad variabel X ~ N(u1,0). Efter
en tid misstianker man att nagot gatt snett da produkterna som produceras inte lingre haller
samma kvalitet. Man gor nya métningar pa processen och erhéller da virderna

1.32 131 0.14 097 0.84.

Antag att detta &r ett stickprov fran en normalfordelad variabel Y ~ N (u2, o).

Beridkna 95% konfidensintervall (dubbelsidiga) for u1, ua, samt gy — po. Kan man dra nagon
statistiskt séker slutsats med 5% felrisk fran dessa intervall for om det dr nagon skillnad mellan g
och us? Motivera ditt svar.

Svampplockaren Svea brukar spendera sina helger med att plocka sméa svampar i skogen vid en
narliggande sjo. Nér hon kommer hem brukar hon fotografera och viga svamparna. P& senare tid
har hon misstdnkt att hennes vag inte fungerar felfritt lingre, sa hon bestdmmer sig for att méta
om en serie med svampar och jamnfora de nya vikterna med de vikter hon skrivit ned vid férra
métningen. Antag att X; ~ N(uj,01) ér de gamla vikterna och att Y; ~ N(u; + A, 09) ar de
nya. Lat Z; = Y; — X;. Stinas observerade vérden blev:

x; | 56.68 53.22 55.20 53.91 55.61 53.80 5598 56.48 5842 54.61
y; | 61.82 57.65 58.76 53.88 55.06 55.46 58.20 55.44 57.40 51.90
2j ‘ 5.14 443 356 —-0.03 -054 166 222 -1.03 -1.02 -2.72

Berikna ett 99% konfidensintervall for A. Kan hypotesen att vagens funktion inte férindrats
forkastas pa 1% nivan? (6p)
Vind!



4. Lat oss betrakta en 33cl burk med ldsk. Antag att vikten for innehallet (d v s vétskan) &r
normalférdelat med véntevirde 376.2¢g och standardavvikelse 1.63 g, samt att vikten hos den
tomma burken dr normalférdelad med vintevirde 13.5 g och standardavvikelse 0.21 g. Variablerna
anses vara oberoende.

(a) Vad &r sannolikheten att en slumpméssigt vald burk (med ldsk) véger mer &n 390g? (3p)

(b) Vad é&r vantevérdet for antalet plattor (en platta innehaller 24 burkar) vi behover viga
innan vi hittar en platta som véager éver 9.35 kg om vi bortser vikten som tillkommer hos
pappforpackningarna. (3p)

5. Lat (X,Y") vara en diskret tvadimensionell s.v. ddr X och Y &r oberoende och pxy(j,k) =0
om j <0,7>2, k<O0eller k> 2. For 6vriga varden pa j och k ges sannolikhetsfunktionen av

F k=0 k=1 k=2

j
j=0 | 006 012 0.12

j=1 | 008 ? ?

j=2 ? ? ?
(a) Rékna ut vad det maste sta dir det finns fragetecken. Motiveral (3p)
(b) Berdkna sannolikheten P(X +Y < 2). (2p)
(c) Berdkna kovariansen C'(X,Y). (1p)

6. Lat X ~ Exp(p) dér E(X) = p. Definiera Y = In(1 + |X|) och bestdm vad Y har for
téthetsfunktion.
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1.

(a) Vi vet att 0.20 = P(BN A*) = P(B) — P(AN B), och da P(AN B) = 0.10 foljer det
att P(B) = 0.30.

(b) Om A och B &r oberoende sa géller att P(AN B) = P(A)P(B). Vi vet att P(AN B) = 0.10,
men P(A)P(B) = 0.40-0.30 = 0.12. Héndelserna &r alltsa inte oberoende. Da P(AN B) # 0

kan hindelserna inte heller vara oférenliga (att vara oférenliga skulle innebéra att AN B = ),
sa P(AN B) =01 det fallet).

(c) Enligt definitionen av betingad sannolikhet sa géller att

P(An(BUC))

PAIBUC) = =5

Eftersom B och C &r oberoende sa &r P(B N C) = P(B)P(C). Detta ger att
P(C)=P(BNC)/P(B)=0.05/0.3 =1/6.
Vi erhaller nu att
P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC)=0.30+0.1667 — 0.05 = 0.4167
och att
P(An(BUC))=P(ANnB)U(ANC))=PANB)+P(ANC)=0.20.

Vi kan nu berakna att

0.20
——— =~ 0.48.
0.4167 048

Svar: (a) P(B) = 0.30. (b) Héndelserna &r varken oberoende eller oférenliga. (c) ~ 0.48.

P(A|BUC) ~

. Vi har tva olika stickprov, ett med 8 métningar och ett med 5. Modellen forutsétter att de

kommer fran tva kéllor som har samma varians (dr detta rimligt?). Vi punktskattar med
medelvirdet: uj = X ~ N(u1,07/8) som vanligt och skattar o med s;, dér

2
1

|

8
s > (zi - 7)* ~ 0.6528125
=1

ar stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln

B —
T = ~ (7).
IV (7)

Det foljer att
P(—tao(7) <T < ty(7) =1—a,

dér to(7) &r a-kvantilen till ¢(7)-fordelningen.

Ur tabell finner vi tg025(7) = 2.365. Genom att losa ut pq ur olikheten i sannolikhetsmattet far
vi uttrycket

«  2.365-0.8080 << w4 2.365 - 0.8080
H1 \/g H1 231 \/g .
Om vi ersétter puj med den observerade punktskattningen (p1)f,. = 2.149 (medelvirdet av

observationerna) sa far vi ett konfidensintervall I,,, = [1.47,2.82] med konfidensgrad 95%.
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Figur 1: ¢(7)-férdelningen med 95% av arean markerad.

P4 samma séitt kan vi finna ett konfidensintervall fér p2. Virderna vi anviinder &r s3 = 0.2323
och (u2)¥,. = 0.9160, och férdelningen for testvariabeln &r ¢(4). Motsvarande kvantil kan hittas i
tabell och ges av t9.025(4) = 2.776. Vi erhaller I,,, = [0.32, 1.51].

Ur dessa intervall kan vi inte siga nagot om skillnaden g1 — po med konfidensgrad 95%. Istéllet
punktskattar vi g3 — 2 med p* = X — Y. Vi betraktar sedan variabeln

o (= )

s\/1/8+1/5°

2 7s? + 4s3
11
ar den sammanviigda skattningen av o2. Det foljer att T ~ t(11). Nu fullfoljer vi som vanligt,
med s = 0.4999, u¥ . = 1.2328, s1/1/8 + 1/5 = 0.4031, och tgg25(11) = 2.201, och far konfi-
densintervallet I, _,, = [0.35,2.12]. Eftersom nollan INTE ingar i intervallet kan vi med 5%
felrisk pasta att pu > po.

déar

. Modellen &r stickprov i par. Vi betraktar skillnaden som ett enda stickprov och skattar vantevardet
med

A =1.167

och variansen med

— e — A)2 —
s = (10 — Z(Ilfz yi — A) > 2.63.

i=1
Vi bildar testvariabeln
A*—A  A*-A

T — -
s/vn  0.8338

~ t(9)

och ser att

Vi loser ut A ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att

A* —0.8338L,,/5(9) < A < A* + 0.83381,/5(9).

Vi ersidtter A* med den observerade punktskattningen A* = 1.167, d v s med medelvérdet av
vara zj, och erhaller ett konfidensintervall av konfidensgrad 99%:

In = [~1.54,3.88],

dar vi anvant a = 0.01 och ¢g.005(9) = 3.25. Eftersom 0 € I kan vi inte forkasta hypotesen att
vagens funktion inte fordndrats.

Svar: Hypotesen att vagens funktion inte forédndrats kan inte forkastas pa 1%-nivan.



4. Lat B ~ N(13.5,0.212) och L ~ N(376.2,1.632) vara stokastiska variabler som representerar en
burk respektive innehallet (l&sken). Vikten X for en full burk med ldsk blir da normalférdelad
(eftersom variablerna forutsattes vara oberoende): X ~ N (389.7,1.643%).

(a) For en burk erhaller vi

X —389.7 S 390 — 389.7
1.64 1.64

P(X >390)=P < > =1—®(0.183) ~ 1 — 0.5714 = 0.4286.

(b) En hel platta far vikten Y ~ N(24 - 389.7,1.643% - 24) = N(9352.8,8.03%). Lat Z vara
antalet plattor man behdver vilja ut innan man for forsta gangen far en som viger mer
dn 9.35kg. Den s.v. Z ér Ffg(p)-fordelad, dar p = P(Y > 9350) = 1 — $(0.349) ~ 0.36.
Enligt formelsamling erhaller vi E(Z) = 1/p = 2.75.

Svar: a) 0.429. b) 2.75 sa 3 st. behdver undersokas.

5. (a) Eftersom X och Y &r oberoende sa kommer sannolikhetsfunktionen att ges av produkten av
de marginella sannolikhetsfunktionerna: px y (j, k) = px (j)py (k). Vi kan direkt lisa ut att

2
px(0) = px,y(0,k) = 0.06 +0.12 + 0.12 = 0.30.
k=0

Fran detta foljer att px y (0, k) = px(0)py (1) = 0.30 - py (k), och om vi utnyttjar informa-
tionen given i tabellen kan vi nu 16sa ut att

py(0) = 0.06/0.30 = 0.2,

py (1) = py(2) = 0.12/0.30 = 0.40.
Vi kan dven losa ut att px (1) = 0.08/0.40 = 0.20, vilket vi sedan kan anvénda for att rikna
ut att pxy(2,0) =0.30-0.20 = 0.06.
Med samma teknik som ovan kan vi rikna ut att py (1) = py(2) = 0.40, och dérefter

resterande filt i tabellen. Vi erhaller salunda

p k k=0 k=1 k=2/|px(j)
j=0 0.06 0.12 0.12 | 0.30
j=1 0.08 0.16 0.16 | 0.40
j=2 0.06 0.12 0.12 | 0.30
py (k) 0.20 0.40 0.40 1.00

(b) Vi soker sannolikheten att X +Y < 2. Om X = j och Y = k hénder detta endast
vid (4, k) = (0,0), (0,1) samt (1,0) med nollskild sannolikhet. Vi far alltsa

P(X +Y <2)=0.06+0.12 + 0.08 = 0.26.

(c) Kovariansen kan, t ex, beriknas med formeln C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Enklare &r
att utnyttja att vi vet att variablerna &r oberoende, sa C'(X,Y’) = 0 dr nodvéndigt.

Svar: (a) Se tabell ovan. (b) 0.26. (c) C(X,Y)=0.

6. Eftersom 1+ |X| > 1 sa &r Y > 0 med sannolikhet ett. Dérfor dr fy(y) =0 for y < 0. Lat y > 0.
Da géller att

Fy(y) = P(Y <y) = P(In(1 + [X]) < y)
P(1+|X|<e¥)=P(|X|<eY-1)
Pl—-ey<X<e?—-1)=P(X <e-1)

Fx(ey — 1),



eftersom 1 — e < 0 f6r y > 0. Eftersom fy (y) = Fy (y) (snilla funktioner) sa erhaller vi nu

Fr(y) = CZJ (Fx(e¥ — 1)) = ¥ fx(c¥ — 1) = e:exp <6yu_ 1) .

ey ey —1\ .
Svar: fy(y) = m exp . for y > 0.



