LINKOPINGS UNIVERSITET
MAI
Johan Thim

Tentamen i matematisk statistik (9MA241, STN2)
2015-01-13 kil 8-12

Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr vird 6 poang. For godkind tentamen racker 16 poéng. Noggrann motivering
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan efter skrivningens slut. Lycka till!

kravs

1. Motivera svaren pa foljande fragor noggrant!

(a) Sture drar pa mafa tre kort ur en kortlek. Vad &r sannolikheten att inget av korten &r av

fargen spader?

(b) Svea #gnar sig istéllet at tdrningsspel och kastar tva 6-sidiga térningar. Vad #r sannolikheten

att summan Overstiger 107
(¢) Vilka av foljande funktioner #r tidthetsfunktioner?
i. fi(z) =025cosz, —7/2 <z <7/2,
ii. fo(x) =0.5sinz, —7/2 <z <7/2,
iii. f3(x) =0.25(|cosz| + |sinz|), —7/2 <z < 7/2.
(d) Visa att P((AU B)°) = P(A°N B°).
(e) Lat P(A) > 0 och P(B) > 0. Om P(A|B) = P(B|A), & A och B oberoende?

2. Vid en métning av en process fick man foljande métdata:

6.04 496 493 340 7.04 4.73 357 7.70 4.55 3.82

(a) Antag att métningarna ar ett stickprov pa en normalfordelad variabel X ~ N(u,2) (man
tycker sig veta sa pass mycket om processen att standardavvikelsen anses vara kénd).
Berikna ett 99% konfidensintervall for véntevirdet p.

(b) En som arbetar med processen haller inte med om att standardavvikelsen kan antas vara
given, utan tycker att man maste skatta den utifran datan. Hjélp personen i fraga med att
stéilla upp ett 99% konfidensintervall fér vintevirdet p da métningarna dr ett stickprov pa

en normalférdelad variabel X ~ N(u, o) och o &r okénd.

3. Lat p(z,y) = cxy(l1 + z) for = 0,1,2 och y =0, 1, 2.

(a) Bestdm ¢ sa att p(x,y) blir sannolikhetsfunktionen for en stokastisk variabel (X,Y).

(b) Bestdm de marginella sannolikhetsfunktionerna px (z) och py (y). Avgor ocksa om X
ar oberoende.

(c¢) Berikna sannolikheten P(X +Y < 2).

ochY

Viand!



4. Hembréannaren Herbert dr slarvig och anviander ganska dalig utrustning sé sannolikheten for att
en giftig mdngd metanol finns med i en destillering ar 5% (vid fortéring av en ”portion”).

(a) Vid en stor fest serveras det ur 10 olika dunkar. Vad &r sannolikheten att hogst en av dessa
dunkar dr forgiftad? (2p)

(b) Polisen tar Herbert och finner pa hans gard 5000 fyllda dunkar. Aklagaren tycker inte att det
racker med olaglig alkoholtillverkning utan vill f& Herbert filld &ven for metanolinnehéallet.
Darfor skickas 350 dunkar till SKL for analys. Dér fann man att 21 dunkar inneholl en
tillrackligt hog koncentration metanol for att klassas som giftig vid fortiring av en portion.
Aklagaren vill giirna vid rittegingen kunna séga att en av tio dunkar innehaller en giftig
méngd metanol vid fortiring av en "portion.” Hjélp aklagaren att (approximativt) hitta
den minsta konfidensgrad som gér att detta pastaende inte dr orimligt. (4p)

5. Lat f(z) = ax® + bz for 0 < x < 1 och f(x) = 0 for 6vrigt, dir a,b € R, vara en (eventuell)
téthetsfunktion for en s.v. X sadan att E(X) = 1.

(a) Bestdm a och b (om mojligt) sa att f verkligen &r en téthetsfunktion for X. (4p)
(b) Hitta alla m € [0,1] sa att P(X <m) =m. (2p)
1
6. Lat n > 20 vara ett heltal och lat X; ~ Bin (n(z +1), 10(_1_1)>, i =1,2,...,n, vara obero-
i

n
ende stokastiska variabler. Definiera den stokastiska variabeln Y genom Y = Z X;. Berdkna
i=1

30
approximativt sannolikheten P < > 10 + 3n>. Motivera dina approximationer noggrant! (6p)
n
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1. (a) Gynsamma dragningar innebér att vi ska vélja 3 av 39 kort (alla icke-spader kort). Alltsa,
klassiska definitionen av sannolikhet ger att
39
3 ) 703

52\ 1700
3
(b) Om summan ska bli stérre &n 10 finns bara mojligheterna 5 + 6, 6 4+ 5, samt 6 + 6. Alltsa
tre gynsamma och 36 mojliga. Sannolikheten blir saledes 3/36 = 1/12 ~ 0.083.

P(inget spaderkort) = ~ 0.414.

(c) Endast (iii) dr en téthetsfunktion. I (i) sa blir arean inte ett och i (ii) sa &r funktionen
negativ (och arean #r faktiskt noll).

(d) Faktum dr att (AU B)® = A°N B¢ sa sannolikheten behovs egentligen inte. Méngdlikheten
kan ses ur ett Venn-diagram. Denna méngdlikhet &r kéind som en av deMorgans lagar.

(e) Nej, A och B kan vara beroende. Vi kan se detta genom att undersoka likheten lite ndrmare:

P(ANB) P(ANB)
P(B) P(A)

P(A) — P(B)
P(A)P(B)

P(A|B) = P(B| A) P(AN B) =0

sa det riacker att P(A) = P(B). Det &r alltsa inte nddvindigt att P(AN B) = P(A)P(B).

2. (a) Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,2). Vi punktskattar
véantevérdet p med

—_

0

X = ioz N (1, 2/v/10).

Vi skapar testvariabeln

M u
N(0,1).

o/V1

Det foljer da att
P(_)‘a/Q <Z< )‘a/Q) =1-a, (*)
och da vi soker ett 99% konfidensintervall sa dr a = 0.01 och Ag o5 ~ 2.575 (det sista ur
tabell).
Yy
t t X
—)\Q/Q )‘a/2

Figur 1: Det skuggade omradet &r (1 — «) - 100% av sannolikhetsmassan.

Vi l6ser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (*) ovan och erhaller att

—~ 2.575.2 —~ 2.575-2
M- —<p< M+ —F——+—.
v 10 a V10



Om vi ersitter M med den observerade punktskattningen 1 = 5.074 (medelvirdet av
observationerna) sa far vi ett konfidensintervall I, = [3.45,6.70] med konfidensgrad 99%.

Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u, o). Vi punktskattar
med M = X ~ N(u,0/v/10) som tidigare och skattar o med s, dir

10
1
§2 = 5 > (xi—1)* ~ 2.0842

i=1
ar stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln
M —
T = N
5/v/10

Som i forra deluppgiften foljer det att

#(9).

P(—ta/g(g) <T < ta/Q(g)) =1-aq,
dér t,(9) dr kvantilerna till ¢(9)-fordelningen.
Yy

_ta/2 ta/2

Figur 2: Samma situation som tidigare fast med ¢(9)-fordelningen istéllet.

Ur tabell finner vi g go5(9) = 3.25. Genom att 16sa ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet
far vi 3.25 - 1.444 3.25 - 1.444
JV/ ti— < M + = T

<
V10 . V10
Om vi ersitter M med den observerade punktskattningen g = 5.074 (medelvirdet av
observationerna) sa far vi ett konfidensintervall I, = [3.59, 6.56] med konfidensgrad 99%.

Vi kan direkt rdkna ut summan av alla p(x,y) da = =0,1,2 och y = 0,1, 2:

2 2
>3 pla,y) =p(0,0) + p(0,1) + - + p(2,2) = 24.
=0 y=0
Da maste ¢ = 1/24.
Vi kan direkt se fran definitionen av p(z,y) att det verkar ga att faktorisera som en funktion
av bara x och en funktion av bara y sa det verkar som X och Y &r oberoende. Mer precist,
vi raknar ut de marginella sannolikhetsfunktionerna:

2
1
px(a) =2471 Y ay(l+a) = 9”(8”) r=0,1,2,

y=0

och
2

py(y) =2471 ny(l +z)= %, y=0,1,2.
y=0

Hér ser vi att p(z,y) = px(x)py (y) for alla z och y. Alltsa dr X och Y oberoende.



4.

()
(a)

(b)

446+ 12 1
P(X+Y<2)=1-P(X+Y >2) :1—p(1,2)—p(2,1)—p(2,2):1—% ==
10 dunkar, var och en med sannolikheten 5% att innehalla tillrickligt med metanol. Lat X
vara antalet av dessa 10 med tillricklig metanolhalt. Da dr X ~ Bin(10,0.05). Alltsa blir

P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1) = 0.9139.

Eftersom 5000 &r sa pass stor kan vi approximativt tinka oss att den méngden &r odndlig.
En naturlig skattning pa den verkliga andelen ges av

P =

3|

9

diar X ~ Bin(n,p) ar antalet dunkar med giftig méngd metanol, n dr antalet dunkar vi
undersoker och p dr den okidnda andelen. Vi vet att n = 350 och skattar p med p = 21/350 =
0.06, sa for att vi ska kunna géra en normalapproximation behover vi

np(1 — p) ~ 350 - 0.06 - (1 — 0.06) = 19.74 > 10.

Hér forutsétter vi att p ligger néra skattningen. Vi borde alltsa kunna gora en normalap-
proximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p). Alltsa blir P “X" N(p,d), dér

d=+/p(l—p)/n=~0.0127.
Var testvariabel blir alltsa

ﬁ_ appr
z =" N, ).
d
Vi sténger in Z:
P(_)‘a/2 <Z< )\a/2) =1-a,

dér A\, dr normalfordelningens a-kvantil. Vi 16ser ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet,
och erhéaller da R R
P — )\a/zd S P § P—|— )\a/Qd'

Vi vill vilja A, /o sa att P+ Aq/2d > 0.10 for att kunna séiga att “en pa tio” inte &r orimligt.
Alltsa maste A\y/2 > (0.10 — 0.06)/d = 3.151. Eftersom P(Z < A\, /3) = ®(3.151) = 0.9992
foljer det att aw = 2+ (1 — 0.9992) = 0.016. Den minsta konfidensgraden &r alltsa 98.4%
(approximativt).

Vi har tva krav: bade arean och vianteviardet maste bli ett. Alltsa,

+ & 20+3b=6

| o

1
1:/ (az? 4 bx) dx =
0

wle

och
! 9 a b
1= [ z(az*+br)de=—-+5 <& 3a+4b=12.
0 4 3
Vi kan l6sa ut @ = 4(1 — b/3) ur den andra ekvationen och sétta in det i den forsta, vilket
ger b = 6. Déarmed &r &ven a bestdmd till a = —4. En eventuell tidthetsfunktion maste alltsa

ha formen f(r) = —4x? + 62 for 0 < 2 < 1. Det som aterstar att undersoka ir om f(z) > 0.
Enklast gor vi detta genom faktoriseringen

flz)=2x(3—-2x) >0

eftersom 3 — 2z > 1 for 0 < z < 1. Detta ir alltsa en tathetsfunktion for en variabel X
med E(X) = 1.



(b) Vi forsoker 16sa ekvationen P(X < m) = m. Vi stéller upp vénsterledet:

bm? —4 3 9
A 3m?2.
3 T3 g M om

am3

P(X <m)= / (az? + bx) dx =
0
Saledes maste

—4m*+9m* =3m & m@Edm?-9Im+3)=0 < m=0cllerm=

9++/33
—

Endast m = 0 och m = 9/8 — v/33/8 uppfyller kravet att m € [0, 1] (eftersom 5 < /33 < 6).

6. Vi kan inte direkt normalapproximera X; (for alla i) eftersom

(i e (Rt

ar ganska liten for sma n. Diaremot gar Poissonapproximation bra eftersom n(i + 1) > 10
och 1/(10(i + 1)) < 0.1. Alltsa &r X; "~ Po(n/10). Eftersom variablerna dessutom ér oberoende
sa ser vi att

n
Y =) X; "% Po(n®/10)
i=1
eftersom summan av oberoende Poissonfordelade variabler ér Poissonférdelad. Eftersom n?/10 >

15 kan vi nu normalapproximera variabeln Y enligt Y "=" N(n?/10,n/v/10). Den stkta sannolik-
heten kan (approximativt) beriknas enligt

30Y
P ( > 10 + 3n> = P(Y >n/3+n%/10) =1 — P(Y <n/3+n?/10)

. o (Y=n*/10 n/3
- P< n/v/10 Sn/\@

) =1-®(v/10/3) =1 — ®(1.05) = 0.15.



