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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen ricker 16 poidng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

1. Nina har tva katter, Franki och Lanki. Sannolikheten att Franki kriks pa en dag &r 0.3, och
sannolikheten att Lanki kriks samma dag &r 0.05.

(a) Om héndelserna att katterna kriks dr oberoende, vad dr sannolikheten att ingen av katterna
kréks pa en given dag? (2p)
(b) Oberoendeantagandet ifragasattes, och via empiriska studier fann man att den betingade
sannolikheten att Franki kriks pa en dag givet att Lanki kriks samma dag &r 0.5. Vad ar
den betingade sannolikheten att Lanki kriks givet att Franki kriks samma dag? (2p)

(c) Ar tva oférenliga hindelser alltid oberoende? Bevisa pastaendet eller ge motexempel. (2p)

2. Vid en métning av en process fick man foljande métdata:
6.04 4.96 4.93 3.40 7.04 473 357 7.70 4.55 3.82

En hjilpsam examinator har riknat ut féljande:

10 10
> ;=50.74  och > af=276.2124.
=1 =1

(a) Antag att métningarna dr ett stickprov pa en normalférdelad variabel X ~ N(u,2) (man
tycker sig veta sa pass mycket om processen att standardavvikelsen anses vara kind).
Berékna ett 99% konfidensintervall for vintevirdet pu. (3p)

(b) En som arbetar med processen haller inte med om att standardavvikelsen kan antas vara
given, utan tycker att man maste skatta den utifran datan. Hjélp personen i fraga med att
stélla upp ett 99% konfidensintervall for vintevirdet p da métningarna ér ett stickprov pa
en normalférdelad variabel X ~ N(u, o) och o &r okéind. (3p)

3. (a) Lat X7 ~ N(1,v2), Xo ~ N(—1,v2), och X3 ~ N(0,1), vara oberoende stokastiska
variabler. Beréikna P(X; + X5 — X3 < 2). (4p)

(b) Lat X; ~ N(1,2), i = 1,2,..., vara en foljd av (parvis) oberoende stokastiska variabler.
Hur manga maste man ta med i ett medelvirde for att fa V(X) < 1—10? Med andra ord, hur

stort maste n vara for att
1 & 1
V- X, | < =7



4. Lat X ~ Exp(1/2) och Y ~ Exp(1/3) (parametrarna &r véantevirderna) vara oberoende stokas-
tiska variabler.

(a) Vad blir den simultana tathetsfunktionen fx y (z,y)? (1p)
(b) Berdkna P(X >1/2, Y <1/2). (2p)
(c) Berikna E(X?), variansen V(X + Y), samt kovariansen C(X,Y). (3p)

5. Dana Scully och Fox Mulder befinner sig i en liten stad i New Mexico, population 3200, for att
utreda orsaken till en flygplanskrasch. Det rapporterats om manga UFO observationer i omradet
och Mulder tror att det ror sig om en utomjordisk inblandning. Dana &r mer tveksam och tror
att det handlar om en militdr 6vning vid en nérliggande "hemlig” bas som gatt snett. Eftersom
de inte kan komma 6verens om hur de skall borja, sa overtalar Dana Mulder att de skall gora
en statistik undersokning 6ver vad befolkningen i staden tror. Man fragar 400 personer i staden
om de tror att det ror sig om en utomjordisk inblandning, och 30 personer svarar ja.

(a) Hjalp Mulder att stilla upp ett approximativt 95%, enkelsidigt (nedat begrinsat), konfi-
densintervall fér andelen av befolkningen i staden som tror det ror sig om utomjordingar.
(3p)

(b) Dana tycker att man borde titta pa skillnaden mellan hur manga som tror det ror sig om
utomjordingar och hur manga som tror att det 4r militdren som ligger bakom, istéllet. Hon
fragar darfor 300 personer i staden om de tror att militdren ligger bakom. Av dessa svarade
20 stycken ja. Hjalp Scully stélla upp ett dubbelsidigt konfidensintervall, med approximativ
konfidensgrad 95%, for skillnaden mellan andelen som tror att utomjordingar ligger bakom
kraschen och andelen som tror att det &r militdrens fel. Kan man dra nagon statistiskt
signifikant slutsats? (3p)

6. Lat X ~ Exp(1) vara en stokastisk variabel och lat Fx(a) = P(X < a) som vanligt. Vidare sa
later vi Y ~ Ffg(Fx(a)) vara en annan stokastisk variabel (det vill séga, Y ar for-forsta-gangen
fordelad med sannolikheten p = F'x(a)). Bestdm det storsta talet a sa att

1
P(Y <2)< —.
10
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1. Lat A vara héndelsen att Franki kridks och B héndelsen att Lanki kriks.
(a) Da ges handelsen att ingen katt kréks pa en given dag av (AU B)*. Vi far

P((AUB)*)=1-P(AUB) =1—- (P(A)+ P(B) — P(ANB))
=1- P(A) — P(B) + P(A)P(B)
=1-0.3—0.05+ 0.015 = 0.665,

dér vi utnyttjat att A och B antas vara oberoende pa nist sista raden.

(b) Ifran uppgiften vet vi att P(A| B) = 0.5. Detta ger att
P(AnB)=P(A|B)P(B)=0.5-0.05=0.025
enligt definitionen av betingad sannolikhet. Foljaktligen blir

P(ANB)  0.025

P(B|4) = P(A) 03

= 0.0833

efter &nnu en tillimpning av definitionen pa betingad sannolikhet.

(¢) Tag, t ex, hiindelserna A och A* (alltsa héndelserna att Franki kriks och att Franki inte
kréks). Uppenbarligen sa #r dessa héndelser oférenliga (kan ej intriffa samtidigt). Men
eftersom P(AN A*) = P(0) = 0 och P(A)P(B) = 0.3-0.7 # 0 sa ér dessa hiindelser ]
oberoende.

2. Modell I: vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(y,2). Vi punkt-
skattar vanteviardet p med

10
pr=X=—>"X;~ N(y2/V10).
j=1

1
10
Vi skapar testvariabeln

Z = 5/\;% ~ N(0,1).

Det foljer da att
P(_)‘Q/Q < Z< )\a/g) =1- «, (01)

och da vi soker ett 99% konfidensintervall sa dr a = 0.01 och Ao gp5 =~ 2.575 (det sista ur tabell).

Y

_)"a/Q )‘0'4/2

Figur 1: Det skuggade omradet &r (1 — «) - 100% av sannolikhetsmassan.



3.

Vi loser ut g ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (0.1) ovan och erhaller att

«  2.575-2 << *+2.575~2
vio MR T
Om vi ersitter u* med den observerade punktskattningen p*, = 5.074 (medelvirdet av obser-
vationerna) sa far vi ett konfidensintervall I, = [3.45,6.70] med konfidensgrad 99%.

Modell II: vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,0). Vi
punktskattar med p* = X ~ N(p,0/+/10) som tidigare och skattar o med s, dér
1 20
§2 = 5 Z(m —7)% &~ 2.0842
=1
ar stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln

s/v/10

#(9).

Som i forra deluppgiften foljer det att

P(—ta/g(g) <T< ta/2(9)) =1-aq,
dér to(9) ar kvantilerna till £(9)-férdelningen.
Y

—ta/g toc/?

Figur 2: Samma situation som tidigare fast med ¢(9)-férdelningen istéllet.

Ur tabell finner vi tg.9p5(9) = 3.25. Genom att 16sa ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet far vi
. 3.25-1.444 <<t 4 3.25-1.444
W SRS T

Om vi ersitter p* med den observerade punktskattningen ', = 5.074 (medelvirdet av obser-
vationerna) sa far vi ett konfidensintervall I,, = [3.59, 6.56] med konfidensgrad 99%.

Svar: a) I, = [3.45,6.70] b) I, = [3.59,6.56].

(a) Variablerna dr oberoende och normalférdelade, sa

Z—X1+X2—X3~N<1—|—(—1)+07 \/(\@)2—1-(\/5)24-1),
Vi berédknar:

2/5-0)

P(Z <2/5)=® (< 7 ) = ®(2/(5v/5)) ~ ®(0.179) = 0.571.

(b) Vi vet att

s& V(X) = 4/n. Det foljer att V(X) < 1/10 om n > 40. Det duger alltsd med n = 41.



4. (a) Eftersom X och Y &r oberoende giller att fxy(x,y) = fx(z)fy(y), sa

6e—(2243Y) gy >0,
0, for ovrigt.

Ixy(z,y) = {

(b) Aterigen, eftersom variablerna ér oberoende erhaller vi

P(X >1/2, Y <1/3) = P(X > 1/2)P(Y < 1/2)

) 1/2
= / 272 dg; - / 3e73 dy
1/2 0

_ 6_1 . (1 - 6—3/2) _ 6_1 - 6_5/2.

(c) Eftersom X och Y &r oberoende sa giller att

1 1 13
VX Y) = VX) V() = [ g = o
Vidare sa dr F(X?) = V(X) + BE(X)? = 1/4 — (1/2)? = 1/2, och eftersom X och Y #r
oberoende sa maste C'(X,Y) = 0.

5. Som testvariabler anvinder vi ﬁl = X;1/400 och ]32 = X5/300, ddr X dr antalet som tror pa
UFO-forklaringen, och X5 dr antalet som tror att det adr militdrens fel. Det foljer att bada &r
hypergeometriskt fordelade: X; ~ Hyp(3200,400, p1) och X2 ~ Hyp(3200, 300, p2), dir p; och po
dr de okénda andelarna av befolkningen som vi vill undersoka. Vi ser att Pi och P, #r (bra)
punktskattningar for dessa andelar. Vidare finner vi att

= 1 400]91
(P) = 300 FX0) = —o0- =21
E(Py) =+ =ps,
~ 1 /3200 — 400
V(P = 400p; (1 — =2.188-107% - py(1 —
(P1) 1002 ( 3199 p1( p1)) p1(1 —p1),
V(Py) = =3.022-10"2 - po(1 — py).

Om vi erséitter p; och ps med respektive observerade punktskattningar

=30 5o 20
P1= 100 P2 = 3007

finner vi att V(P,) ~ 1.518 - 1074 och V(P;) ~ 1.880 - 10~%. Vi ser &ven att V(X)) ~ 24.3
och att V(X32) =~ 16.9 (t ex foljer det fran identiteterna X; = 400?1 och Xy = 300?2), sa,
normalapproximation borde fungera adekvat. Vi bor inte approximera till Binomialférdelning
forst da kvoterna 400/3200 och 300/3200 ligger lite vl néra grinsen 0.1. For att summera:

P N(py,V1518-10~%)  och Py " N(py, V1.880-10—4).
(a) Eftersom vi soker ett nedat begrinsat konfidensintevall soker vi A o5 sa att
P(Zl < )\0,05) = 0.95,

dar Z; &ar hjilpvariabeln
P - appr.
Zy= L PL e N 1),
V1.518 - 104

I tabell hittar vi Ag o5 = 1.645. Vi loser ut p; ur olikheten Z; < 1.645 och erhaller intervallet

I, = [0.05, 1].



(b) Tvasidigt intervall for andelsskillnad med approximativt 95% konfidensgrad. Vi anvinder
hjélpvariabeln R
Py — P — (p1 — p2)
- /(1518 +1.880) - 104

Eftersom ﬁl och ]32 ar approximativt normalférdelade sa géller att
Z "% N(0,1).
Vi behover hitta A\ggo5 sa att
P(—X0.025 < Z < Ao.o25) = 0.95.
Ur tabell finner vi att Ag 25 = 1.96. Loser vi ut p; —po ur olikheten far vi konfidensintervallet
I —p, = [—0.028,0.044].

Det gar inte att dra nagra statistiskt séikra slutsatser fran detta. Det ar fullt rimligt att det
inte dr nagon skillnad mellan andelarna (d v s att bada asikterna &r lika vanliga).

6. Eftersom X ~ Exp(1) sa far vi
a
p:FX(a):/e‘”dazzl—e“, a > 0.
0

DaY ~ ffg(p) blir

PY <2) =p+(1-plp=(1—-e)+(1-(1-e)(1-c

=1—e22

Om P(Y < 2) < 1/10 sa maste alltsd 1 — e~2¢ < 1/10. Ekvivalent,

9 9 1. /9\ 1. (10
<o (=) <2 <——n(Z)=zm(=).
10=° < n(l())_ “© T oas 2n<10> 2n<9>

Vi véljer alltsa a = (1/2)In(10/9).



