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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen ricker 16 poidng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

1.

Lat A, B och C vara hindelser sa att P(A) = 0.4, P(BNA*) = 0.2 och P(BNC) = 0.05. Vidare
sa ir PLANB) = P(ANC) = 0.10 och AN B samt AN C é&r disjunkta (de har inget snitt).
Héndelserna B och C &r dessutom oberoende.

(a) Bestdam P(B). (2p)
(b) Ar A och B oberoende? Oforenliga? Motivera ditt svar! (2p)
(c) Berékna P(A|BUC). (2p)

. HiFi-Hakan funderar pa att kopa nya hogtalare, sa han lanar hem ett par for att testa om de ger

béttre ljudupplevelse dn de han har idag. Hakan bestdmmer sig for att genomfora forsék med
atta av sina favoritlatar (dédribland ”Breaking the Law” och ”Beyond the Realms of Death”).
Hakan lyssnar forst pa en lat med sina gamla hogtalare, graderar upplevelsen i en 100-gradig
skala fran 0 till 10, byter till de nya, och lyssnar pa samma lat igen och graderar pa samma sétt.
Antag att X; ~ N(u;,01) ar upplevelserna med de gamla hogtalarna och att Y; ~ N(u; +A, 02)
ar med de nya. Hakan skrev ned foljande siffror.

r; |65 78 7.1 9.0 68 7.5 81 9.1
y; 182 81 80 89 75 75 85 7.8

Berékna ett 90% konfidensintervall for A. Kan hypotesen att de gamla hogtalarna passar Hakan
lika bra som de nya forkastas pa 10% nivan? (6p)

. Lat A vara (den fyllda) enhetskvadraten dir 0 < x < 1 och 0 < y < 1. Vi definierar en

tvadimensionell tdthetsfunktion enligt

cxy, punkten (z,y) ligger i A,

Ixy(z,y) = {

0, for ovrigt,
dér c dr en konstant.
(a) Bestédm konstanten c sa att fxy(x,y) blir en tathetsfunktion. (1p)
(b) Berikna P(X > 1,Y < 1). (3p)

(c) Ar X och Y oberoende stokastiska variabler? Motivera ditt svar. (2p)



4. Lat X vara likformigt férdelad pa intervallet [0,10]. Vi definierar Y enligt foljande: Y = 0
om0<X<,Y=1oml1<X<3,Y=20om3<X<6ochY =30m6<X <10.

(a) Berikna Y’s sannolikhetsfunktion, véntevirde och standardavvikelse. (3p)

(b) Om vi har 500 st oberoende variabler Yy, alla med Y’s fordelning, beriikna en approximativ
500

sannolikhet att ZYk > 1025. (3p)
k=1

5. Nyfikna Nina funderar 6ver hur stor del av Sveriges befolkning som tycker man kan ha en rosa
julgran. Stelbenta Stefan hivdar bestimt att andelen dr 70%, men Nina vill gdrna undersoka
saken nédrmare. Hon fragar 100 slumpmaissigt utvalda personer om man kan ha en rosa julgran.
Hon far 80 ja och 20 nej.

(a) Stédll upp ett dubbelsidigt konfidensintervall, med approximativ konfidensgrad 99%, for
andelen p som tycker man kan ha en rosa julgran. Kan man statistiskt sikert siga nagot
om Stefans pastaende? (3p)

(b) Vid nérmare eftertanke tycker Nina att det récker med att begrénsa andelen p nedat, alltsa
att hitta ett enkelsidigt konfidensintervall I, = [a,1] for nagot a. Stéll upp ett sadant
konfidensintervall med approximativ konfidensgrad 99%. Kan man siga nagot annat om
Stefans kommentar nu? (3p)

6. (a) Visaatt V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2C(X,Y) for tva stokastiska variabler X och Y. (2p)

(b) Lat Aj, As, ..., A, vara héndelser. Visa att P (A1 UA2U---UA,) < Z P(Ay). (2p)
k=1
(c) Lat Y vara en kontinuerlig stokastisk variabel sa att Y > 0. Visa att
E(Y
PY >a) < ( ),

a

for a > 0. (2p)
Ledning: skriv ut integralen E(Y') och dela upp pa limpligt sdtt.



Losningsskisser for tentamen i matematisk statistik, 9MA 241, 2012-
01-09

1. (a) Vivet att 0.20 = P(BN A*) = P(B) — P(AN B), och da P(AN B) = 0.10 foljer det
att P(B) = 0.30.

(b) Om A och B &r oberoende sa géller att P(ANB) = P(A)P(B). Vivet att P(ANB) = 0.10,
men P(A)P(B) = 0.40-0.30 = 0.12. Héndelserna é&r alltsa inte oberoende. Da P(ANB) # 0
kan héndelserna inte heller vara oférenliga (att vara oférenliga skulle innebéra att ANB = (),
sa P(AN B) =01 det fallet).

(c) Enligt definitionen av betingad sannolikhet sa géller att

AN(BUQ))
P(BUC)

Eftersom B och C &r oberoende sa &r P(B N C) = P(B)P(C). Detta ger att
P(C)=P(BNC)/P(B)=10.05/0.3=1/6.

paBUC) = 2

Vi erhaller nu att
P(BUC) = P(B)+ P(C)— P(BNC) = 0.30 + 0.1667 — 0.05 = 0.4167
och att
P(An(BUC))=P(ANnB)U(ANC))=PANB)+ P(ANnC)=0.20.

Vi kan nu beradkna att
0.20

0.4167
Svar: (a) P(B) = 0.30. (b) Héndelserna &r varken oberoende eller oférenliga. (c) =~ 0.48.

P(A|BUC) ~ ~ 0.48.

2. Modellen ér stickprov i par. Vi betraktar skillnaden som ett enda stickprov och skattar vantevéirdet

med
8

A=) "yi— 2 =0325

och variansen med

Vi bildar testvariabeln
A* — A

S/vn
dar vi skattar S med s, sa s//n = 0.3075 och

T =

P(_ta/2(7) <T< ta/2(7)) =1-a.

Vi loser ut A ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att
A* — 0.3075ta/2(7) <A< A"+ 0.3075ta/2(7).

Vi ersdatter A* med den observerade punktskattningen A¥ = 0.325, d v s med medelvérdet av
vara y; — «;, och erhaller ett konfidensintervall av konfidensgrad 90%:

In =[—0.258,0.908],

dér vi anvint o = 0.10 och g 95(7) = 1.895. Eftersom 0 € Ia kan vi inte forkasta hypotesen.

Svar: Hypotesen kan inte férkastas pa 10%-nivan.



_ta/2 ta/2

Figur 1: Den markerade arean innehaller 90% av sannolikheten for ¢(7)-fordelningen.

3. (a) For att fxy skall vara en tathetsfunktion krévs att dubbelintegralen av funktionen blir
ett. Vi berdknar:

1 p,l 1 1 1 22 z=1 c 1 c
/ / fx,y(x,y)dxdy—c/ / mydwdy—c/ y[] dy—/ ydy = —.
0o Jo 0o Jo 0 2 |.—o 2 Jo 4

Vi ser hér att ¢ = 4 4r nodvandigt.
(b) Vi soker sannolikheten att X > 1/4 och att Y < 1/4 samtidigt. Detta kan berdknas enligt

1 ,1/4 1
/ / 4xydydx:---:—5.
174 Jo 256

(c) Vi berdknar de marginella tdthetsfunktionerna:
1
fx(z) =/ drydy =2z, 0<z<1
0

1
fY(Z/)Z/ daydy =2y, 0<y<1
0

Det foljer att fxy(z,y) = fx(z)fy(y) for alla  och y.
Svar: (a) ¢ = 4. (b) P(X >1/4,Y < 1/4) = 15/256. (c) Oberoende.

4. Vi borjar med att stélla upp Y’s sannolikhetsfunktion. Mgjliga utfall ar Y = 0,1, 2,3, och

1/10, k=0,
1/5, k=1,
KY=PY =k)=
prif)=POC=R=0 g0, ko,
2/5, k=3.
Vi kan nu riakna ut viantevarde och varians:
3 3
246+12 9 9 2412436
EY) = kpy (k) = ——— =2 Y)= k KH-—EY)Y=—--—4=1.
(V)= D hoe(h) = S5 =2 V) =3 ke ()= BIY) =

Lat Z = 37 Y}, Dé éir E(Z) = 500-2 = 1000 och V(Z) = 500- 1. Enligt centrala gréinsviirdes-
satsen sa kommer

1025 — 1000 5
P(Z>1025)=1—P(Z<1025)~1—® <> —1-0 <\[

— | =1-P(1.12) =0.13.
v/500 2 ) ( )

Svar: (a) Se ovan. (b) P(Z > 1025) ~ 0.13.



5.

6.

Vi soker konfidensintervall for andel. Nina har fragat n = 100 stycken personer, och fatt X = 80
stycken ja. En naturlig skattning pa den verkliga andelen ges av

~ X
pP=—,
n
och vart observerade vérde ar p = 80/100 = 0.80. Da X ~ Hyp(V,n,p), dir p dr den verkliga
(okéinda) andelen och N ér hela Sveriges befolkning, kan vi med gott samvete approximera med
att X ~ Bin(n,p) om vi antar att Nina verkligen gjort ett helt slumpmaéssigt urval. Vidare ser
vi att

np(l —p) ~ 100-0.8 - 0.2 = 16,

s& vi borde dven kunna géra en normalapproximation: X "2 N (np, /np(1 — p)). Alltsé blir P “%"
N(p,d), dir vi anvinder ”medelfelet”

d=+/p(1 —p)/n = /0.16/100 = 0.04.

Var testvariabel blir alltsa

ﬁ_ appr
Z:Tp 2N(0,1).

Vi sténger in Z:
P(_)\a/Q < Z< )\04/2) =1-aq,

dér A, dr normalférdelningens a-kvantil. Vi har a = 0.01 och A, 3 = Ag.005 = 2.57. Vi léser ut p
ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xo.oosd < p < P+ Ao.o0sd-
Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.697,0.903] om vi ersétter P med det observerade
vardet p = 0.80.

Om vi istéllet bara vill ha ett nedat begrénsat intervall sa kan vi utnyttja att
P(Z<X)=1—-«

och aterigen losa ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet. Detta ger oss p > P — Xod. Vi
ersitter P och anvénder oss av Ao 01 &~ 2.325 och far konfidensintervallet I, = [0.707, 1] (varfor 1
som hoger dndpunkt?).

Svar: (a) I, = [0.697,0.903]. Da p = 0.70 € I, kan vi inte séga att Stefan hade fel.
(b) I, = [0.707,1]. Nu &r p = 0.70 ¢ I,,, sa vi kan pa nivan 1% séga att Stefan hade fel.

Anm.: vi anvinder approximationer, och andelen ligger ndra grinsen sa man bor vara lite

forsiktig med att dra slutsatser.

(a) Lat E(X) = px och E(Y) = py. Enligt definition géller att

VX+Y X+Y - ux — My))

)=

(

(X = px)® +2(X = px)(Y = py) + (Y = py)?)

(X —pux)?) + E((Y — v)?) + 2B((X — px)(Y — py))
X)+V(Y) +20(X,Y)

(
(
(

E
E
E
V(
(b) Vi utnyttjar att P(AUB) =

P(AjUAU---UA,) =P(A1U(AU---UA,))
(Al)—l-P(AQUAgU---UAn)—P(Alﬂ(AQUA?,U"'UAn))
(Al)—l-P(AQUAgU-"UAn)

<Y P(Ay)
p

P(A)+ P(B)— P(ANB) (rita Venn-diagram) och ser féljande:



(c) Vi ser att
E(Y) = /O yfy () dy = /O yfy (v dy + / yfy () dy

[o@)
> / yfy(y)dy
¢ o0
> a/ fy(y)dy = aP(Y > a),
a
1
sa division med a ger den sokta olikheten: P(Y > a) < —E(Y"). Olikheterna i beviset giller
a

eftersom integranden hela tiden &r positiv, sa vi kan ta bort delar och fa ett uttryck som
dr mindre.

Svar: Se ovan.



