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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

1.

(a)
(b)
()

Lat A och B vara oberoende héndelser sa att P(A) = 0.4 och P(B) = 0.6.

Berékna P(AU B). (2p)
Antag att hindelserna i féregaende deluppgift inte #r oberoende, men att P(A|B) = 0.5.
Berikna P(B|A). (2p)

I en fabrik har man tre maskiner, M7, Ms och M3, som tillverkar samma produkter. Felrisken
for en produkt tillverkad av maskin M7 ar 0.03, felrisk for My dr 0.05 och felrisk for Mg
ar 0.065. Pa en dag tillverkar man 200 produkter i maskin M7y, 150 produkter i maskin Mo
och 300 produkter i maskin M3. Bestdm sannolikheten att en vid dagens slut slumpméssigt
utvald produkt, som visar sig vara trasig, kommer fran maskin Ms. (2p)

Vid 20 upprepade métningar av en process fann man att medelvirdet blev £ = 30 och
stickprovsvariansen s2 = 7.2. Antag att mitningarna #r observationer av en stokastisk
variabel X ~ N(uq,0). Konstruera ett 99% konfidensintervall for vantevirdet p;. (3p)

Ett annat foretag foreslar en annan process som ger samma resultat och hivdar att deras
proces ger minst tva ganger sa hogt forvintat viarde. Som bevis har de gjort 15 métningar pa
den nya processen och funnit att medelviirdet blev § = 62 och stickprovsvariansen 35 = 8.8.
Antag att métningarna dr observationer av en stokastisk variabel Y ~ N(ug, o), dér vi har
samma standardavvikelse som i den forsta processen. Konstruera ett 95% konfidensintervall
for ps — 2p1. Vad blir slutsatsen angaende det nya foretagets pastaende? (3p)

3. Lat fxy(z,y) =c(l+ay) for 0 <z <1och 0 <y <1, dér c & en ldmplig konstant. Annars

(a)
(b)
()

ar fxy(xz,y) = 0. Lat den tva-dimensionella s.v. (X,Y") ha téthetsfunktionen fx y.

Bestdm ett virde pa konstanten c sa att fxy verkligen blir en téthetsfunktion. (1p)
Berékna P(X >Y). (2p)
Berikna kovariansen C(X,Y). Ar X och Y oberoende? (3p)

Var god vind!



4. En viss enhet har en felrisk pa 0.05 (sannolikheten att enheten &r trasig). Man paketerar dessa
i lador med 120 enheter i varje lada.

(a) Berikna sannolikheten att en lada innehaller fler &n sex (> 7) stycken trasiga enheter.

(b) En last med 1000 stycken lador (med 120 enheter per lada) har képts in. Vi véljer ut 250
av dessa lador slumpmaéssigt. Vad &r sannolikheten att mindre dn 91 (< 90) stycken av
dessa 250 lador innehaller fler &n sex stycken trasiga enheter?

Lampliga approximationer dr tillatna i bade (a) och (b).

5. Nina har fragat 290 stycken Doctor Who fans om vilken av de tva senaste doktorerna (nummer
tio och elva) som dr deras favorit. Av dessa svarade 116 att det var nummer elva, Matt Smith.
Ovriga tyckte att David Tennant hade presterat béttre.

(a) Ange ett approximativt 95% konfidensintervall for andelen p som foredrog Matt Smith. (3p)
(b) Ett konfidensintervall for andelen p ges av I, = [0,0.4369]. Vad har detta intervall for
konfidensgrad (approximativt)? Rimliga antaganden om hur intervallet har berdknats far
goras. (3p)

6. Lat X vara en binomialférdelad stokastisk variabel med parametrarna n och p, n > 1 heltal
och 0 < p < 1. Visa att véntevirdet for X ges av F(X) = np och att variansen for X ges
av V(X) =np(1l — p). Det récker inte med att hénvisa till formelsamling! (6p)
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2.

(a)

(a)

Eftersom P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), och P(ANB) = P(A)P(B) ty A och B
ar oberoende, sa géller att

P(AUB) = 0.4+ 0.6 — 0.24 = 0.76.

Nu é&r inte A och B oberoende, men eftersom vi vet att P(A|B) = 0.5 kan vi rékna ut

att P(AN B) = P(A|B)P(B) = 0.3. Vidare géller att

P(ANB) 0.3

POBIA = =5 =04

= 0.75.

Faktum &r att vi nu héarlett Bayes sats i specialfallet med ett B;:

P(B|A) = P(B;D]?;‘?’B).

Det tillverkas totalt sett 650 enheter pa en dag. Fran detta erhaller vi sannolikheterna att en
enhet producerats av en viss maskin: P(M;) = 200/650 = 0.308, P(M>) = 150/650 = 0.231
och P(Ms) = 300/650 = 0.461. Lat T vara héndelsen att enheten vi viljer ut &r trasig.
Enligt uppgiften géller nu att P(7'| M) = 0.03, P(T'| M3) = 0.05 och P(T'| M3) = 0.065.
Lagen om total sannolikhet ger att hidndelsen att en enhet vid dagens slut &r trasig blir

P(T) =0.308 - 0.03 + 0.231 - 0.05 + 0.461 - 0.065 = 0.0508.

Vi soker sannolikheten P(Ms | T). Vi anvéinder Bayes sats for ”vinda” pa betingningen:

P(T | My)P(Ms) _ 0.05-0.231

POM|T) = P(T) ~0.0508

= 0.227.

Svar: (a) 0.76. (b) 0.75. (c) 0.227.

Vi har n = 20 och bildar testvariabeln

och ser att
P(—ta/2(19) <T< ta/2(19)) =1-—a.

Vi loser ut p; ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att

- S - S
X — ﬁta/Q(lg) <m <X+ %ta/2(19)~

Vi ersiitter X med den observerade punktskattningen X* =7 = 30 och S, med s, = v/7.2.

Da erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 99%:
I, =[28.3,31.7],

dér vi anvéint a = 0.01 och tg gp5(19) = 2.861.
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Figur 1: Den markerade arean innehaller 99% av sannolikheten for ¢(19)-fordelningen.

(b) Vi anvéinder oss av testvariabeln

Y —2X — (ug—2

S+v/1/20 + 4/15

dir vi kommer att skatta S% med

1952 + 14s;
N 33

82

= 7.879.

Det foljer att
P(—t4/2(33) ST <t4/5(33)) =1 -

Pa samma sétt som ovan loser vi ut po — 2p41 ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att
Y —2X — 5/4/20 + 1/15t/2(33) < pp — 2p1 <Y — 2X 4 S1/4/20 + 1/15t,,/5(33).

Vi ersiitter Y — 2X med den observerade punktskattningen 7 — 2% = 2 och S enligt ovan.
Da erhaller vi ett konfidensintervall av konfidensgrad 95%:

Ly = [—0.95,4.95],

dir vi anvént o = 05 och tg.025(33) &~ 2.042 + 0.3 - (2.021 — 2.042) = 2.0357 (linjér interpo-

lation!).
Svar:
(a) I,, =[28.3,31.7].
(b) I,5—2,, = [—0.95,4.95]. Nej, med signifikansnivan 5% kan man inte statistiskt sékert styrka

det nya foretagets pastaende.

3. Vi skisserar omradet i Figur 2.

(a) Om ¢ > 0sa ar f(z,y) > 0 for alla x och y. Aterstar att visa att arean blir ett. Vi itererar
med y-integralen ytterst:

1,1 1 22y 1
// c(1+xy)dxdy:c/ / (1+xy)da:dy:c/ [w+] dy
D 0o Jo 0 2 Jamo
! 5

271
Y Y
=c l—i—dy—c[y%—} =c-
/0( 2) 41,0 4

Detta implicerar att ¢ = 4/5 &r nédvandigt for att f skall vara en téthetsfunktion.

'Det #r ok att avrunda hir ocksd om man vill.
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Figur 2: Omradet i uppgift 3. Delomradet Do dr det vi dr intresserade av i deluppgift (b).

(b) I figur 2 ser vi att omradet déir z > y ges av triangeln Dy. Detta omrade kan beskrivas
som 0 <z <1och0 <y < z. Om man undersoker fx y(z,y) lite nirmare kan man inse att
funktionen ar symmetrisk kring linjen y = x (d v s att samma funktionsvérden dyker upp
pa bada sidorna av linjen). Eftersom integralen vi behover rikna ut técker hela omradet
under linjen y = z maste saledes sannolikheten vara lika med en halv (hélften av volymen
finns pa varje sida linjen).

Tycker man inte om det argumentet kan man helt sonika rdkna ut integralen. Vi itererar
med z-integralen ytterst:

29
//fxywydyda:— // 1+ ay) dyd:c_/ y+ 20 dz
5 2 |,

z3 4 247!
3 [ ey 5[2+8] oo

_45_1
58 27
(c) Kovariansen kan, t ex, beriknas med formeln C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Vi borjar
med att ta fram F(XY):

E(XY) //:py c(1+zy) dxdy—c// asy+xy dxdy

2 2 371
7y y y .,y Yoy 413
=c +] dy—C/ <+ >dy— [+] =_—.
/o [2 3 a0 o \2 3 4 9],, 536

Nar det géller E(X) och E(Y) kan man av symmetriskil se att F(X) = E(Y) (ser man
inte det far man rikna ut bada integralerna). Vi undersoker F(X) nidrmare:

E(X) //xcl+xydmdy—c// :L"—I—a:ydxdy
T 3y Y y oy 42
[ 5o ]w=e [ Gra) w=e[s 5] =53

Total sett erhaller vi nu att

1
TR
Eftersom C'(X,Y) # 0 sa kan inte X och Y vara oberoende. Man kan ocksa berikna de
de marginella téthetsfunktionerna och kontrollera att fx(z)fy(y) # fx,y(x,y) for vissa
punkter (z,y).

C(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) =



4.

5.

Svar: (a) ¢ =4/5. (b) P(X >Y)=1/2. (c) C(X,Y) = 1/225, beroende. Se ovan.

(a)

Lat X vara antalet trasiga enheter i en lada. Vi vet att X ~ Bin(120,0.05) och soker
sannolikheten P(X > 7). Vi approximerar med Poissonférdelning (normalapproximation
fungerar inte), vilket #ir OK ty n = 120 > 10 och p = 0.05 < 0.1. Saledes &r X "X Po(6).
Vi erhaller nu att

P(X>T7)=1-P(X <6)~1—0.6063 = 0.3937

ur Poissontabell.

Vi viéljer ut 250 lador fran 1000 stycken slumpmissigt. Lat Y vara antalet av dessa 250
lador som innehaller fler &n 6 stycken trasiga enheter. Vi stker sannolikheten att mindre
an 91 stycken innehaller fler &n 6 stycken trasiga enheter. Det foljer att Y ~ Hyp(N,n,p)
diar N = 1000, n = 250 och p ~ 0.3937. Vi soker P(Y < 90). Vi berdknar variansen for Y

1000 — 250
V(YY) = ———250-0.3937 - 0.6063 = 44.80 > 10.

¥) = So00—1 >
Saledes kan vi anvinda normalapproximation, och finner att Y "~ N(98.425, 6.69). Sanno-
likheten kan nu beriknas enligt

90 — 98.425

PY < ~ o
(¥ < 90) < 6.69

) =®(—1.26) =1 — P(1.26) = 0.1038.

Svar: (a) =~ 0.40. (b) ~ 0.10.

(a)

Vi soker konfidensintervall for andelen som svarat Matt Smith. Nina har fragat n = 290
stycken personer, och fatt X = 116 stycken Matt Smith. En naturlig skattning pa den

verkliga andelen ges av
~ X
P=—
n

)

och vart observerade virde dr p = 116/290 = 0.40. Fordelningen for X ges av X ~ Bin(n, p).
Vidare ser vi att
np(l —p) ~ 289-0.4-0.6 = 69.6,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X “®° N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsa blir P =" N(p, d), dir

d=+/p(1 —p)/n = 1/69.6/2902 = 0.0288.

Var testvariabel blir alltsa R
P - appr.
Z = Tp 2N(0,1).

Vi sténger in Z:
P(_)‘a/Q <Z< )\a/2) =1-aq,

dér A, &r normalférdelningens a-kvantil. Vi har v = 0.05 och A, /2 = Ao.025 = 1.96. Vi 18ser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xoo2sd < p < P+ Mg oasd.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.34,0.46] om vi ersitter P med det observerade
virdet p = 0.40.



(b) I uppgift (b) har vi fatt intervallet I,, = [0,0.4369]. Vi antar att man har anvént samma
testvariabel som vi gjort ovan. Det innebér att I, kommer fran sambandet

P(-X\a<Z2)=1-aq,

vilket ger att p < P + \od. Vi skattar P med p = 0.40 och d = 0.0288 som i uppgift (a). Vi
jamnfor med siffrorna i I, och ser att 0.4369—0.40 = A\, d, sa A, = 1.28. Eftersom ®(1.28) =
0.90 foljer det att o = 0.10 sa konfidensgraden #r 90%.

Svar: (a) I, = [0.34,0.46]. (b) ca 90%.

. Lat X ~ Bin(n,p). Vi betraktar n stycken olika forsok dar varje forsok har chansen p att
lyckas. Lat X; = 0 om forsok nummer ¢ misslyckas och X; = 1 om foérsok nummer ¢ lyckas.
Det foljer att vi maste ha Xy + Xo + --- X,, = X. Varje X; &r oberoende av 6vriga X; och
sannolikhetsfunktionen ges av px, (k) =1 —p om k = 0 och px, (k) = p om k = 1. Foljaktligen
kan vi berdkna

BE(Xi)=0-(1-p)+1-p=p
och

V(X)) =E(X7)-E(X;)?=0>-(1—-p)+1*>-p—p*=p—p°.

)

Vidare ser vi att
BX) = E (z XZ-) S EX) =Y =
i=1 i=1 i=1

och eftersom variablerna i summan &r oberoende, dven

n

V(X)=V (Z&) => V(X)) => (p-p*) =nlp—p*) =np(l - p).
=1 =1

=1

Svar: Se ovan.



