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ens slut. Lycka till!

1. Lat A och B vara hindelser sa att P(AU B) = 0.6 och P(AN B) = 0.3.

(b)

Berékna P(A) 4+ P(B). (2p)
Antag vidare att P(A) = 0.4. Berdkna P(A|B*). (2p)
Antag att P(B*) # 0 och att P(A| B*) = P(A). Ar A och B oberoende i detta fall? Bevisa
eller finn motexempel. (2p)

Vid 16 upprepade métningar av en process fann man att medelvirdet blev z = 21 och
stickprovsvariansen s2 = 7.2. Antag att méitningarna #r observationer av en stokastisk
variabel X ~ N(u, o). Konstruera ett 99% konfidensintervall fér vintevirdet pu. (3p)
Pa grund av hur processen ser ut vet man att det verkliga virdet for o dr o = 7.0. Kon-

struera ett 99% konfidensintervall for p dér vi utnyttjar vad vi vet om o. (3p)

3. Lat (X,Y") vara en diskret tvadimensionell s.v. dér X och Y &r oberoende och pxy(j,k) =0
om j <0,7>2, k<O0eller k> 2. For 6vriga varden pa j och k ges sannolikhetsfunktionen av

(a)
(b)
(c)

K k=0 k=1 k=2

j
j=0 | 006 012 0.12

j=1 0.08 ? ?

j=2 ? ? ?
Rikna ut vad det maste sta dér det finns fragetecken. Motiveral! (3p)
Berékna sannolikheten P(X +Y < 2). (2p)
Berdkna kovariansen C'(X,Y). (1p)

Var god vind!



4. (a) Lat X vara en s.v. med téthetsfunktion

0, for ovrigt.
Visa att fx(z) ar en téthetsfunktion och berdkna E(X) samt V(X). (4p)
(b) Lat Y vara en summa av 100 stycken oberoende variabler med samma tédthetsfunktioner
som fx(x) i deluppgift (a). Bestim approximativt sannolikheten att ¥ < 105. (2p)

5. Kalle Kanon har varit och kopt budget-ammunition som tillverkaren hévdar har 1% felrisk (risken
att fa en blindgangare). Kalle planerar att testa tillverkarens pastaende genom att skjuta 1000
stycken slumpmaéssigt utvalda kulor. Vi antar att Kalles vapen &r felfritt och fungerar perfekt
samt att Kalle inte har nagra problem med koncentrationen vid upprepande sysselsidttning

(a) Antag att tillverkaren har rétt och felrisken &r p = 0.01. Berikna approximativt sannolik-
heten for precis 10 blindgangare vid Kalles test. Vad blir approximativt sannolikheten att
Kalle finner firre dn 20 stycken blindgangare? (3p)

(b) Vid Kalles test fann han 22 stycken blindgangare. Anvéind detta for att finna ett approx-
imativt 95% konfidensintervall for den verkliga felrisken p. Vad kan du dra for slutsats
angaende foretagets pastaende om 1% felrisk? (3p)

6. Lat X vara likformigt fordelad pa intervallet [0, 1], d.v.s. X ~ Re(0,1). Definiera den s.v. Y

1
genom Y = Y In(1 — X) f6r nagot A > 0. Visa att Y ~ Exp()) dér Y har véntevéarde 1/X. (6p)
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1. (a) Eftersom P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB), foljer det att P(A)+P(B) = 0.64+0.3 = 0.9.
(b) Om det &r givet att P(A) = 0.4 soker vi P(A|B*). Eftersom P(A) + P(B) = 0.9 sa
maste P(B) = 0.5. Vi vet ocksa enligt definitionen att

«  PANB*) P(A)-PANB) 04-03
P(ABY) = P(B*) 1—- P(B) 1-05 =02

(c) Lat P(A|B*) = P(A). Eftersom P(B*) # 0 giller att

P(AN B*)

P(B*) P(4)
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Saledes dr A och B oberoende.
Svar: (a) 0.9. (b) 0.2. (c) Oberoende. Se ovan.

2. (a) Vihar n = 16 och bildar testvariabeln

och ser att

_tla/Q tla/2
Figur 1: Den markerade arean innehaller 99% av sannolikheten for ¢(15)-fordelningen.

Vi loser ut p ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att

— S, - S
X - %ta/2(15) <p< X+ %ta/2(15)'

Vi erséitter X med den observerade punktskattningen Y:bs =7 =21 och S; med s, =/7.2.
Da erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 99%:

I, = [19.02,22.98),

dér vi anvint a = 0.01 och tg go5(15) = 2.947.



3.

(b) Vi anvéinder oss av testvariabeln

_ X
- o/\n
Vi vet att ¢ = +/7.0 och det foljer att

z N(0,1).

P(—)\a/z S A S )‘04/2) =1-—a.
Pa samma sétt som ovan l6ser vi ut p ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att
X - Aa/Zo'/\/ﬁ Sp< X + )‘a/ZO-/\/ﬁ-

Vi erséitter X med den observerade punktskattningen Z = 21 och o = 1/7.0. D& erhaller vi
ett konfidensintervall av konfidensgrad 99%:

1, = [19.30,22.70],

dar vi anvint o = 0.01 och Ag.gg5 = 2.575.

Svar: (a) I, = [19.02, 22.98]. (b) I, = [19.30,22.70).

(a) Eftersom X och Y &r oberoende sa kommer sannolikhetsfunktionen att ges av produkten

()

av de marginella sannolikhetsfunktionerna: px y (4, k) = px(j)py (k). Vi kan direkt ldsa ut

att
2

px(0) = pxy(0,k) = 0.06 +0.12 + 0.12 = 0.30.
k=0

Fran detta foljer att px,y (0,k) = px(0)py (1) = 0.30 - py (k), och om vi utnyttjar informa-
tionen given i tabellen kan vi nu l6sa ut att

py(0) = 0.06/0.30 = 0.2,
py (1) = py(2) = 0.12/0.30 = 0.40.

Vi kan &ven 16sa ut att px (1) = 0.08/0.40 = 0.20, vilket vi sedan kan anvénda for att rikna
ut att pyy(2,0) = 0.30 - 0.20 = 0.06.
Med samma teknik som ovan kan vi rékna ut att py (1) = py(2) = 0.40, och dérefter
resterande filt i tabellen. Vi erhaller salunda
k .
i k=0 k=1 k=2]px())
7=0 0.06 0.12 0.12 0.30
j=1 0.08 0.16 0.16 0.40
j=2 0.06 0.12 0.12 0.30
py(k) | 020 040 0.0 | 1.00

Vi soker sannolikheten att X +Y < 2. Om X = j och Y = k hinder detta endast
vid (j,k) = (0,0), (0,1) samt (1,0) med nollskild sannolikhet. Vi far alltsa

P(X +Y < 2)=0.06+0.12 + 0.08 = 0.26.

Kovariansen kan, t ex, berdknas med formeln C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Enklare ar
att utnyttja att vi vet att variablerna &r oberoende, sa C'(X,Y) = 0 dr nodvandigt.

Svar: (a) Se tabell ovan. (b) 0.26. (c) C(X,Y)=0.



D.

(a)

Det &r klart att fx(x) > 0 for alla x, och vi ser att

—00

e’} 2
E(X):/ fo(x)dx:i/;@mQ—x?’)dx:Z[Qﬁ—ﬁ]ozl‘

Eftersom V(X) = E(X?) — E(X)?, och

0o 2
E(X?) :/ 22 fx(z)de = 3/0 (223 — 2V dx =

—00

erhéller vi V(X) =6/5—-12=1/5.
Lat X;, i« = 1,2,...,100, vara oberoende s.v. med samma tdthetsfunktion fx(z) som i

uppgift (a). Vi definierar ¥ = X7 + Xo + -+ + Xj00. Enligt CGS kommer Y att vara
approximativt normalférdelad med vintevirde och varians enligt

00,
00/5.

00 - B(X)

1 1
V(Y)=100-V(X) =1

Vi berdknar approximativt

o (105-100\ (55 B __
J%Y<1%)N¢<:mw%>._¢<]0>._¢@60)N¢u1m_087

Att det ar ok att anvidnda CGS foljer av att vi summerar sa manga variabler, och att
fordelningen for varje X; redan &r ganska symmetrisk (skissa upp fx(z)).

Svar: (a) E(X)=1och V(X)=1/5. (b) ~ 0.87.

(a)

Lat X vara antalet blindgangare i Kalles test. Da blir X binomialférdelad: X ~ Bin(n, p)
med n = 1000 och p = 0.01 (vi antar att tillverkaren talat sanning). Vi antar &ven att
varje skott Kalle tar &r oberoende av 6vriga (kanske inte helt sant da det finns gemensam-
ma faktorer sa som Kalles vapen och Kalle sjilv). Enklast nu dr att Poissonapproxime-
ra X: X "® Po(10), vilket d&r OK da p < 0.1 och n > 10. Vi finner sedan att

P(X =10) = P(X < 10) — P(X < 9) ~ 0.5830 — 0.4579 = 0.1251

och att
P(X <20) = P(X <19) ~0.9965

ur tabell f6r Po(10).

Anmdrkning: Redan hér ser vi att p = 0.01 inte kommer att forefalla rimligt med resultatet
av Kalles forsok i deluppgift (b). Om p verkligen har det virdet dr resultatet X = 22 orim-
ligt. Detta &r ett alternativt sett att testa hypoteser (istédllet for med konfidensintervall).
Lé&s mer i boken om s.k. hypotestest!

Vi soker konfidensintervall for felrisken vid Kalles test. Kalle har testat n = 1000 stycken
kulor, och fatt X = 22 stycken blindgangare. En naturlig skattning pa den verkliga andelen
ges av

P=

3|

9



och vart observerade vérde dr p = 22/1000 = 0.022. Vi vet att variabeln X &r binomi-
alfordelad: X ~ Bin(n, p). Vidare ser vi att

np(1 — p) ~ 1000 - 0.022 - (1 — 0.022) = 21.516,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsa blir P =" N(p,d), dir

d = +/p(1 = p)/n = /21.516/10002 = 0.00464.

Var testvariabel blir alltsa R
— P - p a;,)\pln

Z
d

N(0,1).

Vi stédnger in Z:
P(_)‘a/2 <Z< )\a/2) ~1-a,

dér A, &r normalférdelningens a-kvantil. Vi har v = 0.05 och A, /2 = Ao.025 = 1.96. Vi lser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xoo23d < p < P+ Mg oasd.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.017,0.027] om vi erséitter P med det observerade
vérdet p = 0.022. Vi ser att p = 0.01 ¢ I, sa tillverkarens pastaende verkar inte stimma.

Svar: (a) P(X = 10) ~ 0.13 och P(X < 20) ~ 0.997.
(b) I, = [0.017,0.027]. Det verkar inte som foretaget varit helt &rliga.

. Lat y > 0. Fordelningsfunktionen Fy (y) for den s.v. Y fas enligt

Rrty) = P(Y <) =P (-1 - X) <)

= P(ln(1—X) > —\y) = P(1 — X > exp(—\y))
= P(X <1—exp(—\y))

Eftersom X é&r likformigt fordelad pa [0, 1] sa géller att P(X < a) = a for varje 0 < a < 1.
Vidare vet vi att 0 <1 — exp(—Ay) < 1 och saledes erhaller vi

Fy(y) = P(X <1—exp(—Ay)) = 1 —exp(—Ay).
Vi kan nu derivera fram tathetsfunktionen for Y:
fy(y) = Fy(y) = Xexp(=Ay),

vilket mycket riktigt &r tédthetsfunktionen for en exponentialférdelad variabel Y med véntevirde 1/A.

Svar: Se ovan.



