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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

3.

. Vid ett slumpforsok undersoker man tre héndelser: A, B och C. Man vet att P(A) = P(B) = 0.6

och att P(ANB) = P(ANC) = 0.2 samt P(BNC) = 0.3. Vidare & ANC och BNC oberoende.

(a) Berikna sannolikheten att alla tre hidndelserna intréffar. (2p)
(b) Berékna sannolikheten att endast A intréffar. (2p)

(c) Vi upprepar slumpforsoket (oberoende) atta ganger. Vad #r sannolikheten att B intréffar
fler &n sex ganger? (2p)

. Vid sparanalys av &mnen brukar man forst skapa en kalibreringslinje ddr man anvénder l6sningar

med kénd koncentration, for att sedan fran denna linje finna koncentrationen i okénda prover.

(a) Vid métningar vid olika koncentrationer fann man f6ljande samband mellan den uppmétta
intensiteten I och den kénda koncentrationen ¢ (i lampliga enheter):

c 1 2 3 4 )
I|440 8.88 13.22 1741 21.95

Anvind linjér regression med modellen I, = acy + b+ ex, k = 1,2,3,4,5, dir e, ~ N(0,0)
ar oberoende och a,b € R konstanter, fér att bestimma en linje I = ac + b som minimerar
kvadratfelet. (3p)

(b) Fér ett okiint prov gjorde man 10 upprepade métningar och fann medelvirdet T = 10.5900
samt stickprovsvariansen s?> = 0.01412. Antag att dessa mitningar dr observationer fran
oberoende N (i1, 0)-variabler. Ange ett 99% konfidensintervall fér véntevérdet p.

Lat X ~ Re(—2,2) och Y ha tithetsfunktionen fy (y) = cy? nir 0 < y < 3 och fy(y) = 0 for
ovrigt. Vidare antar vi att X och Y &r oberoende.

(a) Bestdm c sa att fy blir en tidthetsfunktion. (1p)
(b) Bestdm den simultana téthetsfunktionen fx y (z,y) och kovariansen C(X,Y). (2p)
(c) Vad blir sannolikheten P(X +Y < 1)7 (3p)

Var god vind!



4. Lat X ~ Exp(5) (véntevirde 5). Beridkna medianen for X (ledning: en median &r ett tal m € R
sa att P(X <m)= P(X >m) = 0.5) samt visa att, for alla a,t > 0, sa géller

P(X>z+4+a|X >a)=PX > x),

det vill siga, visa att X dr "minnesslos.” (6p)

5. En dator ska generera binomialférdelade slumptal med fixt p = 0.4 (och variabelt n).

(a)
(b)

()

Rékna ut sannolikheten att ett slumptal X ~ Bin(250,0.4) &r storre dn 115 eller mindre
an 85. Approximationer &r OK om dessa motiveras. (2p)

Den verkliga sannolikheten p &dr okénd, och for att testa datorn genererar man 250 slump-
tal fran Bin(1,p) och summerar antalet X ettor, vilket visar sig vara 110 stycken. Antag
att dessa 250 slumptal &#r oberoende av varandra och still upp ett approximativt 95%
konfidensintervall for den verkliga sannolikheten p. (3p)

Man gjorde yttligare ett test och genererar 300 slumptal fran Bin(250,p) och finner att 7
stycken dr mindre &n 85 och 6 stycken &r storre &n 115. Hur stdmmer detta 6verens med
resultatet i (a)? (1p)

6. Lat © ~ Re(0,7/4). Bestam forst E(cos ©) och sedan téthetsfunktionen fér Y = cos ©. Berikna
efter det d&ven E(Y') direkt fran definitionen.
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1. (a) PLANBNC)=P(ANnC)N(BNC))=P(ANnC)P(BNC)=0.2-0.3 =0.06.
(b) Vi soker sannolikheten att endast A intridffar. Om man ritar ett Venn-diagram kan man
overtyga sig sjdlv om att denna sannolikhet ges av

P(A)— P(ANB) — P(ANC) 4+ P(ANBNC) = 0.6 —0.2 — 0.2+ 0.06 = 0.26.

Nér vi drar bort bade P(AN B) och P(ANC) sa drar vi bort ”trippelsnittet” tva ganger.
Detta méaste man kompensera for.

(¢) Lat p = P(B) = 0.6. Vi upprepar forsoket atta ganger och réknar antalet X ganger som B
intraffar. Det foljer att X ~ Bin(8,p) och vi séker P(X > 6):

P(X>6)=P(X=7)+P(X =8) = < ? )0.67-0.4+ < 2 )0.68:0.1064.

Svar: (a) 0.06. (b) 0.26. (c) 0.1064.
2. (a) Vi rdknar ut koefficienterna by och by (se formelbladet):
bo = 0.08300 och b1 = 4.363.

Var regressionslinje blir alltsa I = by + b1c = 0.083 + 4.363c.
(b) Vi har n = 10 och bildar testvariabeln

Sr/v/n

T

och ser att

_toz/2 ta/2

Figur 1: Den markerade arean innehaller 99% av sannolikheten for ¢(9)-fordelningen.

Vi loser ut p; ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att
s -
I— %taﬂ(g) <pr<I+ %t(x/Q(g)'
Vi ersiitter I med den observerade punktskattningen I, = 10.59 och S, med s, = v/0.0142.
Da erhaller vi ett konfidensintervall med konfidensgrad 99%:
I, = [10.47,10.71],

dér vi anvént o = 0.01 och ¢p.005(9) = 3.2498.
Svar: (a) I =0.083 + 4.363c. (b) I, = [10.47,10.71].



3. (a) Vi bestdmmer c:

3 313
Y 1
1= Ydy=c|Z=| =9¢ = c=-.
/Ocy Yy C|:3:|0 C C 9

(b) Den simultana téthetsfunktionen ges av fx(x)fy (y) eftersom variablerna #r oberoende, sa

—2<zx<2, 0<y <3,

y?
fX,Y (17’ y) = %’
0, for ovrigt.

Eftersom variablerna dr oberoende sa blir C(X,Y) = 0!

(c) Vi skisserar omradet som (X,Y") &r definierad pa.

Y

N
Y
N
N

Ny=1-2

Figur 2: Den ljust skuggade rektangeln &r hela méngden dér fxy # 0, och den morkare skuggade
triangeln &r delomradet D dér x +y < 1.

1 1—$y2
P(X-I—Y<1):/ / —dydxr =--- = 3/16.
oJo 36

Svar: (a) c=1/9 (b) Se ovan. (c) 3/16.

4. Vi raknar ut férdelningsfunktionen for X. Om x > 0,
T T
Fx(z) = / fx(t)dt = / e Mdt=1—e 2.
—00 0

Medianen finner vi ur ekvationen Fx(m) =1/2, dvs
_ In2

1 1
1— -m/5 _ — PN -m/5 _ = = = — x~ 3.47.
€ 9 ¢ 2 m 1/5

Jamfor gidrna detta med vintevirdet for X:

E(X)_/oo )\—)\xd _|: _>\$1|oo+/00 —>\$d _0 0+ e*/\x 00_1_5
= ) TAE X = xe 0 . e xr = b\ . _A_ .

Medianen och vanteviardet behover alltsa inte vara samma sak!



Vi visar nu att Exponentialférdelningen &r minnesslos: vi anvinder definitionen av betingad
sannolikhet och erhéaller

P(X>x—|—a]X>a):P({X>$+G}Q{X>a}) :P(X>a:+a)

P(X > a) P(X >a)
1 [0 —t/5 (24a
:g m+a€ t/ dtze (+)/5:e_$/5.
%faoo e~t/5 dt e—a/5

Observera att denna sannolikhet 4r samma som

P(X >z) = Eayh eTH100 gt — /5
100 J, B '

Svar: m = 3.47.
5. (a) Lat X ~ Bin(250,0.4). Eftersom 250 - 0.4 - 0.6 = 60 >> 10 sa ar X %" N(100, v/60). D4 blir
P({X > 115} U {X < 85}) = P(X > 115) + P(X < 85) = 1 — P(X < 115) + P(X < 84)
~ 1 — ®((115 — 100)/v/60) + ®((84 — 100)//60)
=2 — $(1.94) — B(2.07) = 0.045.
(b) Vi soker konfidensintervall for p. Om man summerar n oberoende Bin(1,p) variabler sa

erhaller vi en Bin(n,p) variabel. Med n = 250 och observerade antalet X = 110 ges en
naturlig skattning pa den verkliga andelen av

~ X
P=—,
n
och vart observerade virde dr p = 110/250 = 0.44. Vi vet att variabeln X &r binomi-
alfordelad: X ~ Bin(n, p). Vidare ser vi att
np(1 —p) ~250-0.4-0.6 = 60,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsé blir P *®" N(p,d), dér

d=+/p(1 —p)/n=+/0.44-0.56/250 = 0.0314.

Var testvariabel blir alltsa R
P - appr.
Z = Tp 2N(0,1).



Vi stédnger in Z:

P(*)‘Q/Q <Z< )\a/2) ~1l-a,
dér A\, &r normalférdelningens a-kvantil. Vi har v = 0.05 och A, /2 = Ap.025 = 1.96. Vi l8ser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xo.o2s5d < p < P+ Agozsd.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.38,0.50] om vi ersétter P med det observerade
vardet p = 0.44.

(c) Vi hittar alltsa 7 4+ 6 = 13 stycken utanfor intervallet [85,115]. Vi vet att sannolikheten
att hamna utanfor detta intervall (om férdelningen stdmmer) &r 0.045. Vi testar 13/300 =
0.043, vilket ligger ganska néra. Mer precist &n sa kan vi inte séiga utan att gora ett konfi-
densintervall eller hypotestest.

Svar: (a) 0.045 (b) I, = [0.38,0.50]. (c) Se ovan.
. Det enklaste séttet &r att anvinda satsen for F(g(X)):

o0

s

4 w/4
cosffe(0)dlf = / cos@df = —
T Jo

™

E(Y)=FE(cos®©) = /

—00

4\/50_2\6
5 0] =

Den andra varianten borjar med berdkning av tathetsfunktionen for Y = cos ©. Vi stiller upp
férdelningsfunktionen:

Fy(y) = P(Y <y) = P(cosO < y) = P(O© > arccosy) = 1—P(O < arccosy) = 1—Fg(arccosy).
Hér har vi uttnyttjat att cos @ dr avtagande for 6 € [0, 7/4]. Vi kan nu derivera fram fy (y):

-1  fe(arccosy)

1 — 2 V1 =2
4 1 V2

:{ﬂ@, Ogarccosygg & S <y<l

0, for ovrigt.

fy(y) = F-(y) = —F§(arccos y) -

Vi kan nu berékna E(Y") enligt definitionen:

00 4 [V2/2 y 4 [ : 2}‘? 2v/2
. —y ave
s 0

E(Y):/ yfy(y)dy:; . ﬁdy:

Svar: Se ovan.



