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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.

Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs

dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-

ens slut. Lycka till!

1. (a) I ett slumpforsok betraktar vi tva héndelser A och B dar P(A) = 0.3 och P(B|A) = 0.4.

Berékna P(AN B).

(2p)

(b) Vi upprepar forsoket sju ganger. Vad dr sannolikheten att bade A och B intriffar i hogst

tre av forsoken?

(2p)

(¢) Om vi istéllet upprepar forsoket tills dess att A och B intriffar samtidigt for forsta gangen,

vad ar sannolikheten att detta tar hogst 2 upprepningar?

(2p)

2. I en telefonundersckning tillfragas personer om det &ar ldmpligt att ha tropiska giftormar som

husdjur i ldgenhet. Personerna i undersckningen har valts ut slumpmaéssigt.

(a) Vid tillfallet fragade man 360 personer, och av dessa tyckte 18 stycken att det var okej.

Hitta ett 95% konfidensintervall fér andelen av befolkningen som tycker det &r okej.

(4p)

(b) Lat [0.039,0.062] vara ett 99% konfidensintervall fér andelen vid en liknande undersékning
som tyckt det dr okej med giftormar i sin ligenhet. Ange en lamplig punktskattning for den

verkliga andelen av befolkningen som tycker det ar okej. Motivera ditt svar!

3. Lat Y ~ N(4,2) och definiera den stokastiska variabeln X enligt

_1’

W RO

9

(a) Bestdm sannolikhetsfunktionen px for X.

(b) Finn E(X) och V(X).

Y <0,
0<Y <3,
3<Y <5,
5 <Y <6,
Y > 6.

(2p)

Vénd!



4. Lat A vara (den fyllda) triangeln med horn i (0,0), (0,2) och (3,0). Vi definierar en tvadimensionell
tathetsfunktion enligt

2y(3 —x)/9, punkten (z,y) ligger i A,
0, for ovrigt.

fxy(z,y) = {

(a) Bestdm de marginella tithetsfunktionerna fx () och fy(y). Ar X och Y oberoende? (3p)
(b) Berékna P(X < 1,Y >4/3). (3p)

5. Hobbyherpetologen Hasse féder upp Gaboonhuggormar (Bitis Gabonica) i en stuga ute i Varm-
landsskogen. Hasse tycker ormarna ser lite klena ut och ger dem dérfor ett tillvixthormon han
kopt av en mindre noggriaknad muskelbyggare. Nu &r det oklart om hormonet verkar pa ormarna
sa Hasse vill undersoka nérmare. Han delar in sina 18 ormar i tva grupper: grupp A med 10
ormar och grupp B med 8. Grupp A ges tillvixthormon. Hasse méter vikten pa alla sina ormar
(innan matning) direkt innan forsdket borjar, och sedan en manad senare (igen innan matning).
Lat X; och Y; vara vikterna i grupp A och B innan foérsoket, och lat Z; och W; vara vikterna i
grupp A och B efter en manad. Vi antar att variablerna &ar normalfordelade och att olika ormar
ar oberoende. Mitdata (i kg) med ormarna i samma ordning inom sina respektive grupper:

x; 95.62 6.19 589 6.56 546 6.02 6.28 6.55 6.77 6.04
y; 6.69 514 595 588 6.16 6.16 5.57 5.98 - -
z; 692 6.38 6.61 592 593 6.55 686 7.79 6.17 6.59
w; 698 576 6.78 6.36 7.02 532 6.20 5.70 - -

Foljande siffror har Hasse sedan réknat ut:

> a; =61.38 > 2 =65.72 >y =4753 > w; = 50.12

> af =378.3336 Z =434.6374 > y7 = 283.8201 D w} =316.8288

> (@i = zi)* = 5.6024 3 (i — wi)? = 3.3083

(a) Stéll upp ett 90% konfidensintervall for skillnaden mellan vantevirderna for grupp A och
grupp B efter behandlingen. (3p)

(b) Kan man séga att ormarna i grupp A blev tyngre efter behandlingen jamfért med innan?
Anvind ett 95% konfidensintervall for att besvara fragan. (3p)

6. Lat X ~ Exp(u) och definiera Y = [X] (Y &r heltalsdelen av X, e.g, om X = 3.7 sa dr Y = 3).
Finn sannolikhetsfunktionen for Y och berékna E(Y). (6p)
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P(ANB)
P(A)
(b) Sannolikheten p att bade A och B intréffar i ETT forsok &r p = 0.12 enligt foregaende
deluppgift. Vi upprepar 7 ganger och riknar antalet X ganger bade A och B intréffar. Det

foljer (om vi antar oberoende) att X ~ Bin(7,p = 0.12). Salunda,

1. (a) Eftersom 0.4 = P(B|A) = , sa foljer det att P(AN B) = 0.12.

P(X <3)=0.88"+7-0.88°.0.12 + < ; > 0.88°.0.12% + < ; ) 0.88%.0.12% = 0.9946

(¢) Med samma p som ovan undersoker vi nu variabeln Y som réknar antalet ganger vi upprepar
forsoket tills dess att bade A och B intriffar for forsta gangen. Alltsa, Y ~ Ffg(p = 0.12).
Vi erhaller nu att
P(Y <2)=0.124+0.88-0.12 = 0.2256

Svar: (a) 0.12. (b) 0.995. (c) 0.2256.

2. (a) Visoker konfidensintervall for andelen som svarat att det &r OK. Totalt sett n = 360 stycken
personer, och fatt X = 18 stycken OK. En naturlig skattning pa den verkliga andelen ges
av

~ X
P="2,
n
och vart observerade virde dr p = 18/360 = 0.05. Fordelningen for X ges av X ~ Bin(n, p).
Vidare ser vi att

np(1 — p) ~ 360 -0.05-0.95 = 17.1,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsé blir P "2 N(p, d), dar

d=+/p(1 —p)/n = +/17.1/3602 = 0.0115.

Var testvariabel blir alltsa

7 ==L N, ).
d
Vi sténger in Z:
P(_)‘a/Q <Z< )‘04/2) =1-aq,

dér A\, dr normalfordelningens a-kvantil. Vi har a = 0.05 och A, /2= A0.025 = 1.96. Vi loser
ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xoo2sd < p < P+ Ag.ozsd.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.0275,0.0725] om vi ersétter P med det observerade
virdet p = 0.05.

(b) Egentligen &r vilken siffra vi &n hittar pa (som #r en sannolikhet) en punktskattning, men
om dessa #r lampliga dr mer tveksamt. Konfidensintervall brukar vara symmetriska (om
de dr dubbelsidiga, vilket vi antar hér), sa en vettig punkskattning pa andelen p &ar talet i
mitten av intervallet. Vi skattar alltsa med p = (0.039 + 0.062)/2 = 0.0505.

Svar: (a) I, = [0.0275,0.0725] (b) T.ex. p = 0.0505.



3. (a) Vi behover sannolikheterna att hamna i de olika fallen:

P(X =-1)=P(Y <0)=d((0—4)/2) = 1 — ®(2) = 0.0228
P(X=0)=P0<Y <3)=2((3—4)/2) — &((0 — 4)/2) = 0.2858
P(X=1)=P(B3<Y <5)=((5—4)/2) — ®((3 —4)/2) = 0.3829
P(X=2)=P(B<Y <6)=((6—4)/2) — &((5—4)/2) = 0.1499
P(X=3)=P(Y >6)=1—®((6—4)/2) = 0.1586

Kontrollera att sannolikheterna summerar till ett! Eftersom px (k) = P(X = k) &r vi klara
med denna deluppgift.

(b) Vi anvéinder definitionen och finner att
3
E(X)= ) kpx(k)=1.135T.
k=—1
Vidare kan vi rdkna ut att
3
E(X?) = Y k’px(k) = 2.4327.
k=-1

Steiners sats implicerar nu att

V(X) = E(X?) — B(X)?* = 2.4327 — 1.2898 = 1.1429

Svar: (a) Se ovan. (b) E(X) =1.1357 och V(X)) = 1.1429.
4. Vi skisserar de intressanta omradernas:

)

y=2(1—2x/3)

Figur 1: Den ljust skuggade triangeln &r omradet dir fx y(x,y) # 0, och den morkt skuggade triangeln
ar delméngden ddr X < 1 och Y > 4/3. Den inritade rektangeln &r omradet dir fx(z)fy(y) # 0.



D.

(a) Vi rdknar ut de marginella téthetsfunktionerna:

2(1—m/3)2 _ 4(3 — )3

och (2—p)/2
Vit2y3—x
e R i (R US EES)

Vi ser direkt att fx(z)fy(y) # fx,y(z,y) for atminstone manga punkter utanfor triangeln
dér fxy(z,y) #0,sa X och Y &r beroende.

(b) Sannolikheten riknar vi direkt ut ur definitionen:

2(1— :1:/3 ) 25
P(X <1,Y >4/3) = // dyde = --- =2
13 81

Eftersom punkten (1,4/3) ligger precis pa linjen som avgridnsar omradet behéver vi inte
dela upp i fall.

Svar: (a) Se ovan. Variablerna &r beroende. (b) 25/81.

a) Vi saknar uppgift om varianser, sa dessa maste skattas. Vi vill jimfora tva stickprov

Vi sak i . 2 d . K Vi vill idmfora tva stick
(métningarna efter behandlingen av grupp A) av storlek 7y = 10 och ny = 8. Vi punkt-
skattar = p1 — po med p* = Z — W. Lamplig testvariabel blir

= (1 — )
S\/1/10+1/8’
dir S? skattas med
2 95% + 73%
16

som #r den sammanviigda skattningen av o2. Det foljer att T ~ ¢(16). Vi riknar ut s
och so med hjilp av siffrorna vi fatt:

s1 = 0.5503 och s9 = 0.6355.

Nu fullfsljer vi som vanligt, med s = 0.3470, pu*,. = 0.3070, s4/1/10 +1/8 = 0.2794,
och t9.05(16) = 1.746, och far konfidensintervallet I,,, _,, = [—0.18,0.80]. Eftersom nollan
ingar i intervallet kan vi inte med sédkerhet séiga att det d&r nagon skillnad mellan grupperna
efter en manad.

(b) Modellen &r stickprov i par. Vi betraktar skillnaden som ett enda stickprov och skattar

vantevardet med .

A= in — 2z = —0.4340
=1

och variansen med

10

1/2
1 _
= (10 — > (wi— 2z - A)2> = 0.6505.

=1

Detta kan raknas ut med formeln

n

n n
E (u; — )% = E u? — 2nw* + nu’ = g u? — n?,
i—1 i=1

=1



dar u; = x; — z; och n = 10. Vi bildar testvariabeln
A — A
S/\/n

dér vi skattar S med s, sa s/y/n = 0.2057 och

T= £(9)

P(—tq2(9) <T <ty2(9) =1—
Vi loser ut A ur intervallet 1 sannolikhetsmattet och far att
A* — 2057ta/2(9) <A< AF+ 0.2057ta/2(9).

Vi ersdtter A* med den observerade punktskattningen AY = —0.4340. Vi erhaller ett
konfidensintervall av konfidensgrad 95%:

In = [—0.90,0.03],

dér vi anvint a = 0.05 och tp.025(9) = 2.262. Eftersom 0 € Ia kan vi inte férkasta hypotesen
att inget hént.

Svar: (a) [—0.18,0.80]
(b) K.I. for stickprov i par: [—0.90, 0.03], kan ej styrka skillnad fore och efter.

. Det ar klart att P(Y = k) =0 for k < 0 (varfor?). Antag att k > 0 (icke-negativt heltal). Vi ser
att Y = k precis da [X] = k, vilket innebér att k¥ < X < k+ 1 (vi klipper alltsa bara bort alla
decimaler pa talet X). Sa vad &r sannolikheten att £ < X < k4 1?7 Den kan vi rdkna ut da vi
vet att fy(z) = p~Lexp(—x/u) for z > 0. Alltsa,

k+1 E+1
PlY =k)= /k: p e dy = [—e_x/“h
— e k/n _ o= (D) 1 — e*k/“(l _ efl/u)
=p"(1-p),

dér p = e, Vi ser alltsd att Y ~ Geo(p) (Y ar geometrisk fordelad med parametern p).
Svar: X ~ Geo(e™# ).



