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Hjélpmedel &r: minirdknare med témda minnen och formelbladet bifogat.
Varje uppgift dr viard 6 podng. For godkidnd tentamen récker 16 podng. Noggrann motivering krévs
dar alla viktiga detaljer skall motiveras.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/9MA241-stat/ efter skrivning-
ens slut. Lycka till!

1. Motivera svaren pa foljande fragor noggrant!

(a) Lat f(x) =2z for 0 < < 1 och f(x) = 0 for &vrigt. Ar f en tithetsfunktion? (1p)

(b) Lat f(z) = sinx for 0 < x < 27 och f(x) = 0 for Gvrigt. Ar f en téthetsfunktion? (1p)

(c) Lat f(z) = 0.25sinz for 0 < & < 27 och f(x) = 0 for 6vrigt. Ar f en tithetsfunktion? (1p)
)

(d) Lat A och B vara héndelser sa att P(ANB) = 0.2 och P(A*N B*) = 0.5. Visa att A och B
ej kan vara oberoende samt berikna sannolikheten att precis en av A och B intriffar. (3p)

2. I ett forsok med en ny medicin pa fem testpersoner erholls foljande métdata i lamplig enhet fore
(z;) och efter (y;) behandling:

x; 11.80 11.88 13.49 1341 13.42
y;  8.69  9.57 10.34 13.58 12.77

Mitningarna dr observationer av stokastiska variabler X; ~ N(u;,0) och Y; ~ N(u; + A, o) dér
olika personer antas oberoende av varandra.

(a) Ange en punktskattning for A. (2p)

(b) Finn ett konfidensintervall med konfidensgrad 90% for A. Ange en limplig signifikansniva
och svara pa fragan om man kan man forkasta hypotesen att inte &r nagon skillnad pa
virden fore och efter behandling. (4p)

3. T en stor populationsgrupp sa vet man att 4% har en viss gensammanséttning som gor att man
har hogre risk att utveckla en allvarlig sjukdom. Approximationer &r OK om dessa motiveras.

(a) Om man skulle underséka 3000 personer, vad dr sannolikheten att fler &n 110 men férre
#n 125 har denna genmsammanséttning? (3p)

(b) Nér man testade 1000 personer sa hade 50 stycken denna gensammanséttning. Ange ett 99%
konfidensintervall fér andelen som har denna gensammanséttning i den stérre populationen.
Ar 4% rimligt? (3p)

Vénd!



4. Betrakta en samling vanliga kortlekar (52 kort, 4 farger). Antag att vi har en gigantisk container
fylld med sadana kortlekar vilblandade tillsammans (vi tédnker oss hir att det finns oéndligt
manga kort).

(a) Om man utan att titta tar kort efter kort ur containern pa mafa till dess att man lyckas fa
en spader for forsta gangen, vad dr sannolikheten att detta tar fler &n 5 forsok (inklusive
det forsta spader-kortet man finner)? (3p)

(b) Om man pa mafa drar ett kort, vad dr den forvintade valoren (siffervirdet) pa kortet? (3p)

5. Lat den tva-dimensionella stokastiska variabeln (X,Y’) vara likformigt férdelad pa omradet i
planet dir —2 <z <2och 0 <y < |z|.

(a) Bestdm de marginella tithetsfunktionerna fx(z) och fy(y). Ar X och Y oberoende? (3p)
(b) Berékna P(X <1,Y > 1). (3p)

6. Lat f(z) = (a+bx)e 2 for x > 0. Kan man finna reella tal a och b s& att f blir en tithetsfunktion
for en stokastisk variabel med véntevirde 47 Finn talen a och b eller motbevisa existens. (6p)
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) Ja. Arean &r ett och funktionen &r > 0.
) Nej. Funktionen dr < 0 bitvis.

(¢) Nej. Funktionen &r < 0 bitvis.
)

Ur ett Venndiagram finner vi att P(A*NB*) = P((AUB)*). Alltsa &r P(AUB) =1—-0.5 =
0.5, och den sokta sannolikheten blir saledes

P(AUB) — P(ANB) =0.5—0.2=0.3.

Lat a = P(A) och b = P(B). Antag att A och B &r oberoende. Da giller att P(AN B) =
ab=0.2 och P(A* N B*) = (1 — a)(1 — b) = 0.5. Alltsa blir

ab=0.2 < a®>—07a+02=0,

vilket saknar reella 16sningar. Handelserna kan alltsa inte vara oberoende.
Svar: (a) Ja. (b) Nej. (c) Nej. (d) 0.3, beroende héndelser.

2. Modellen &r stickprov i par. Vi betraktar skillnaden som ett enda stickprov:

z=z;—y; 311 231 3.15 —-0.17 0.65

och skattar vantevardet med

och variansen med

(a) En bra skattning av A dr medelvérdet 1.81.
(b) Lat
18
A= 5 ;(Xi -Y).
Vi bildar testvariabeln R
T A—A
S/\/n
dér vi skattar S med s, sa s/y/n = 0.6709 och

t(4)

P(—tq)2(4) <T <ty2(4) =1-a.

Vi loser ut A ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att
A — 0.6709t,/5(4) < A < A+ 0.6709¢,,/5(4).

Vi ersiitter A med den observerade punktskattningen 5 = 1.81 och erhéller ett konfidensin-
tervall av konfidensgrad 90%:
In =1[0.38,3.24],

dir vi anvint o = 0.10 och g 05(4) = 2.132. Eftersom 0 ¢ Ia kan vi forkasta hypotesen
(med ett dubbelsidigt test). Hade ett enkelsidigt varit smartare?



—tla/2 tal/z
Figur 1: Den markerade arean innehaller 90% av sannolikheten for ¢(4)-fordelningen.

Svar: (a) T.ex. 1.81 (eller eV™?). (b) [0.38,3.24]; Hypotesen kan forkastas pa 10%-nivan.

3. (a) Viser hir att X ~ Bin(n,p). Med p = 0.04 och n = 3000 sa &r np(1 — p) = 115.2 betydligt
storre &n 10. Normalapproximation dr OK. Saledes erhaller vi

P(110 < X < 125) = P(111 < X < 124)
~ O((124 — 120)/v/115.2) — ®((111 — 120)/v/115.2) = 0.44.

Verklig sannolikhet (direkt via binomialférdelningen) &r 0.451.

(b) Vi soker konfidensintervall for andelen som har denna gensammanséttning. Totalt sett
fragat m = 1000 stycken personer, och uppmitt & X = 50. En naturlig skattning pa

den verkliga andelen ges av
X

ot
n
och vart observerade viirde dr p = 50/1000 = 0.05. Fordelningen for X ges av X ~ Bin(n, p).
Vidare ser vi att

np(1 — p) ~ 1000 - 0.05 - 0.95 = 47.5,

sa vi borde kunna géra en normalapproximation: X "~ N(np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsé blir P *®" N(p,d), dér

d=+/p(1 —p)/n = \/47.5/10002 = 0.0069.

Var testvariabel blir alltsa

~

—P - appr.
Z = Tp 2N(0,1).
Vi sténger in Z:
P(_)‘a/2 <ZzZ< )‘a/2) =1-aq,
dér A, dr normalfordelningens a-kvantil. Vi har o = 0.01 och A, /2 = Ao.005 = 2.576. Vi
16ser ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P — Xo.005d < p < P+ Xooosd-
Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.0322, 0.0678] om vi ersétter P med det observerade
virdet p = 0.05.
Svar: (a) Ca 44%. (b) [0.0322,0.0678]. Andelen p = 0.04 forefaller inte orimlig.

4. (a) Sannolikheten att dra ett spaderkort &r konstant p = 0.25 (med oéndligt manga kort, annars
andras sannolikheten hela tiden). Lat X vara antalet dragningar till och med vi drar spader
forsta gangen. Da dr X ~ Ffg(0.25) och

oo o0
P(X >6)=>025-0.75""1=0.25-0.75° ) " 0.75" = 0.237,
k=6 k=0



enligt formel for geometrisk serie. Ogillar man serier gar det utmérkt att betrakta komple-
menthéndelsen istéllet, blir lite bokigare men ger samma svar.

(b) Lat Y vara valoren pa ett kort som dras pa mafa ur containern. Da kan Y anta de olika
vérderna 1,2, ...,13 och sannolikheten &r konstant lika med 1/13. Vi s6ker E(Y'), och kan
rikna ut detta med hjilp av definitionen:

13 13
1 13(1+13)
E = o _ — - @@ 7 — X
(V)=> kP(Y =k) 13Zk RE 7
k=1 k=1
Svar: (a) 0.237. (b) Véntevirdet ar 7.
5. Vi skissar det intressanta omradet:
Yy
2
y=|z|
T
—9 2

Figur 2: Det ljust skuggade omradet &r dér fx y inte &r noll, och det morkare den delméngd dér x < 1
och y > 1.

Eftersom omradet har area 4 sa kommer den simultana téthetsfunktionen att ha virdet fxy (z,y) =
1/4 for (x,y) i det skuggade omradet (och lika med noll for 6vrigt).

(a) Vi rdknar ut de marginella tdthetsfunktionerna:

lz| 1
fx@)= [ jdy=lalj1, 25z <2,
0

och

1 21 2—y
= —d —dr="—"2 <y<2.
Iy () /24x+/y433 5 0sys

Vi ser direkt att fx(x)fy(y) # fx,y(z,y) for de flesta punkter, sa X och Y &r beroende.

(b) Den del av det skuggade omradet dédr X < 1 och Y > 1 har area 1/2, sa eftersom vi har en
likformig férdelning blir det sokta sannolikheten

1/2 1
PX<1,Y>1l)=—=-.
Svar: (a) Se ovan. Variablerna dr beroende. (b) 1/8.
6. Kraven i uppgiften ger (efter partialintegration) att

a+b

4=E(X)=/ z-(a+br)ePdy = =
0



och - .
a
1= brle 2% dp = . = — 4+ —.
/0 (a4 bx)e x 5 + 1
Dessa ekvationer medfor att a = —12 och att b = 28. Sa fungerar detta? Enligt konstruktion
sa maste integralkraven ovan vara uppfyllda, men blir f en tédthetsfunktion? Vad géller kravet
att f > 07 Med a = —12 ser vi att néir x &r néra noll sa blir f negativ! Alltsa adr dessa krav

omojligal

Svar: Gar inte.



