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Inga hjalpmedel. Varje uppgift ar vird 3 poédng. Betygsgranser: 8p for trea,
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For 16sningsskisser, se www.mai.liu.se/ halun/kurser/TATA09/ efter skriv-
ningens slut. Lycka till!

1. Bestédm alla plan som tangerar ytan z = 22 +y? och innehaller punkt-
erna (z,y,z) = (2,1,3) och (0,0, —5).
2. Berdkna // (1’2 +y2) dz dy, dir D dr det omrade i R? som begrénsas
D
av triangeln med horn i (z,y) = (0,0), (3, —1) och (2,6).

3. Bestiim storsta och minsta virdet av f(x,y) = 23 — 322 + 2 — %y da

> <y<1
oo 2n
4. (a) Bestdm konvergensradien fér potensserien Z Eaz” (1p)
n=1
x©  .2n
. x o
(b) Ange summan av serien Z —— pa sluten form. (1p)
n=1 "
o nm
; cos(&F
(c¢) Ar serien Z M konvergent eller divergent? (1p)
n
n=1

5. Bestam den funktion f(z,y) € C'(R?) som uppfyller den partiella
differentialekvationen x f; + 2y f, = 22 1 omradet y > 0, och dessutom
uppfyller villkoret f(z,1) = 22. (Tips: anviind variabelbytet u = x2 /y,
v=uy.)

6. Lat f(z,y) = 22(1 + y)® + 7Ty>. Visa foljande: f har exakt ett lokalt

minimum, och inga andra stationéra punkter, men f har #nda inte
nagot minsta viirde pa R2.

7. Beriikna volymen av det omrade i R? som definieras av olikheterna
x2+y2+z2§100h0§y§x§z.
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Om tangeringspunkten ir (a, b, a®+b%) s& #r V(2% +y?—2) = (2a,2b, —
dér, och tangentplanets ekvation blir dirmed 2a(z — a) 4+ 2b(y — b) —
(z — (a® +b%)) = 0, dvs 2az + 2by — 2 = a® + b?. Denna ekvation ska
satisfieras av de tva givna punkterna, vilket ger 4a + 2b — 3 = a2 + b?
respektive —(—5) = a? 4 b?. Detta ekvationssystem for de tva obekan-
ta a och b har 1osningarna (a,b) = (1,2) och (a,b) = (&, —2), sa det
finns alltsa tva plan med de 6nskade egenskaperna.

Svar: 2z + 4y — z =5 och 5:1:—5y—z:5.

Variabelbytet © = 3u + 2v, y = —u + 6v avbildar D pa triangeln
E={u>0,v>0,u+wv<1}. Integralen blir dirmed

// ((3u+2v)+(—u+6v) )20dudv—200/ / (u®+40v?) dv du.

Ett annat sitt (som dock ger mycket jobbigare utridkningar) &r

20—"Tx
/ / (z% 4 12 dydm+/ / (2% + %) dy dz.
=0 —xz/3 = —xz/3

Svar: 250/3.

Kompakt méngd, kontinuerlig funktion, sa& max och min existerar.

e Stationidra punkter: (z,y) = (0,1) och (2,%), varav bara den
forsta ligger i den angivna méngden. Virdet dar dr f(0, i) = —1—16.

e Kurvsegmentet y = 22, |z] < 1: g(z) = f(z,2?) = 2 + 23 — 122

har derivatan ¢'(z) = z(x — 1)(4z + 7) med nollstéllet z = 0 i
intervallet. Intressant punkt: f(0,0) = 0.

e Linjesegmentet y = 1, |z| < 1: h(z) = f(z,1) = 23 — 32% + §
har derivatan h'(xz) = 3z(x — 2), ocksa med nollstéllet = 0 i
intervallet. Intressant punkt: f(0,1) = 5

e Omradets horn: f(—1,1) = —%, f(1,1) = _%'
Svar: Storsta virdet dr f(0,1) = 1, minsta virdet & f(—1,1) = —1.

(a) Svar: R =1/2. (Anvind rot- eller kvotkriteriet.)

(b) Svar: —In(1 — z2) (for |z| < 1). Antingen kiinner man igen att
det sanér som pa tecknet dr standardutvecklingen for In(1 + ¢)
med t = —z? insatt, eller s kan man dopa den givna serien till

f(z) och berdkna dess derivata

F) =3 B —ay - 2

n=1

1)



(geometrisk serie med kvot x2), vilket integreras upp till f(z) =
—In(1 — 2?) + C, dir villkoret f(0) = (fo()%n:()gerC:(].
(¢) Svar: Konvergent. Termerna med udda n &r noll, och de kvarva-
o0 k
1
rande termerna bildar Leibnizserien kzl Qk)
att se detta; notera att cos(km) = (—1)%).

(sétt n = 2k for

5. T nya variabler 6vergar ekvationen i 2vf] = wv (fér v > 0). Alltsa
fl =u/2, sa den allméinna losningen till PDEn ér f = uwv/2 + g(u) =
22 /2+ g(2?/y), dér g dr en godtycklig C!-funktion av en variabel. Det
extra villkoret 22 = f(z,1) = 22/2 + g(?) ger g(u) = u/2.

Svar: f(z,y) = 22/2 + 2%/2y.

- . B 22(1 +7)3 (0
6. Stationdra punkter fas ur Vf = <3x2(1 Fy2+14y) = \o) Den

forsta ekvationen ger x = 0 (vilket ger y = 0 vid insédttning i den
andra ekvationen) eller y = —1 (vilket inte dr mojligt enligt den andra
ekvationen). Alltsa dr (z,y) = (0,0) den enda stationdra punkten.
Maclaurinutveckla f (enklast genom att helt enkelt multiplicera ut
polynomet och samla alla termer av grad tre och hogre i resttermen):
f(z,y) =22+ 7y +0(r3), dér r = /22 + y2. Den kvadratiska formen
x? 4+ Ty? #r positivt definit, vilket visar att f har lokalt minimum i
origo. Men exempelvis f(1,y) = (1 + )3 + 7y?> — —o0 dd y — —o0,
sa f antar godtyckligt stora negativa virden (minsta virde saknas).

7. Irymdpolédra koordinater blir villkoren 0 < r < 1och 0 < rsinpsinf <
rcossinf < rcos@, vilket ger att vinklarna maste uppfylla 0 < ¢ <
/4 och tan @ < 1/ cos ¢. Volymen blir alltsa

w/4 rarctan —— COSW 1(x w/4 cos ¢ d(p
P2 sinfdrdfde =~ [~ — _coswdy
/_ /0 / v 3<4 0 1+cos?yp

dér den sista integralen kan berdknas med variabelbytet ¢ = cos ¢ f6ljt
av s = t2.

Alternativ: omradet kan skrivas som 0 < y < 2 < 2z < /1 — 22 — y2,
sa projektionen F pa xy-planet ges av villkoren 0 < y <z och 0 < z <

m, vilket uttryckt i planpolédra koordinater blir 0 < ¢ <
7/4 respektive rcosp < VI —7r2, dvs 1 < (14 cos? @) ~1/2 =: g(p
Volymen blir d&

Vi—a2—y? m/4 rg(e)
// / dz dxdy:/ (V1 —=r2=rcosp)rdrde,
=0 Jr=0

vilket leder till samma uttryck som ovan.

\_/



Annu en framkomlig viig (om in lite knolig) dr att berikna arean
A(z) av kroppens tvérsnitt for fixt z € [0, 1], dvs skiirningen mellan
cirkelskivan 22 + 32 < 1 — 22 (med radien R = v/1 — 22) och triangeln
0 <y <z < z (en halv kvadrat med sidan z). Ifall zy/2 < R, dvs om
0 < z < 1/4/3, sa ligger triangeln helt inuti cirkeln, och tviirsnittsarean
blir triangelns area: A(z) = 22/2. Ifall R < 2, dvs om 1/v/2 < z < 1,
sa skar triangeln ut en cirkelsektor med vinkeln 45° ur cirkeln, sa
tvérsnittsarean blir en attondel av cirkelns area: A(z) = m(1 — 22)/8.
Det besvirliga fallet dr nér 1/ V3<z<1 / V2, da triangeln skér ut en
cirkelsektor som ovan, forutom att det ldngst till hoger fattas en bit
med arean

B(z):/f V R? — 22 dx

T 1 z 1
=(1-2)(=-= in—— | — —2v/1— 222
( z)(4 2arcsmm> 5% 24,

s& att tvirsnittsarean blir A(z) = 7(1— 22)/8 — B(z). Kroppens volym
blir da till slut

1 1/V3 .2 1 .2 1/v2
A(z)dz:/ zder/ 7T(lz)alz/ B(z)dz,
0 0 1/v3 8 1/v3

dér arcsin-termen i / B(z)dz kan hanteras med partiell integration

(integrera 1 — 22, derivera arcsin; i steget dirpa sitter man limpligen
t = 22 foljt av s = /1 — 2t for att fa en rationell funktion).

Svar: 7/36.



