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Inga hjalpmedel. Varje uppgift ar vird 3 poédng. Betygsgranser: 8p for trea,
11p for fyra, 14p for femma.

For 16sningsskisser, se www.mai.liu.se/ halun/kurser/TATA09/ efter skriv-
ningens slut. Lycka till!

1. Bestim storsta och minsta virdet av f(z,y) = 22 —2 —y> + 2y + 1 da
(z,y) ligger pa eller inuti triangeln med hérn i (0,0), (1,1) och (2,0).

2. Bestidm alla lokala maxima och minima fér f(z,y) = 22% — 6zy% + y*.

(Tips: Vad giller teckenkaraktéiren i origo, titta inte pa andraderiva-
torna utan undersok istéllet direkt funktionens virden ldngs axlarna.)

3. Berikna /// (v — y) dedydz, dir D #r det begrinsade omrade i R3
D

som ligger mellan paraboloiden z = 224y? och planet z = 11+ 2z —4y.
oo
4. Ar serien Z (1 — nsin %) konvergent eller divergent?

n=1

5. Visa att ekvationen (z +y) cos(z —2y) = 3 implicit definierar en funk-
tion y = f(z) i en omgivning av punkten (z,y) = (2,1). Bestdm f(2),
f'(2) och f"(2).

of

6. Transformera differentialekvationen —— = 0 (r > 0) fran planpolira

koordinater (r, ) till cartesiska koorfiinater (z,y). Forklara varfor
funktioner pa formen f(z,y) = g(y/x) (dir  # 0 och g &r en C!-
funktion av en variabel) bor vara l16sningar till den ekvation som da
erhalls, och verifiera genom inséttning att sa verkligen &r fallet.

7. Lat 2y
5 5, O0m T,y 7& Oa 0 )
flwy) = 2*+y? (0 7 (0.0
0, om (z,y) = (0,0).
Undersok vilka av foljande egenskaper f har i origo: kontinuerlig, par-
tiellt deriverbar (med avseende pa z respektive y), differentierbar.
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1. Storsta och minsta vérde existerar, eftersom f dr kontinuerlig och
omradet dr kompakt. Funktionens enda stationdra punkt (z,y) =
( %, 1) ligger utanfor omradet, sd max och min antas pa randen:

o f(z,0)=2—z+1=(z—-3)2+2€[2,3/dazel02]
o f(x,x)=x+1€[1,2]daxe€l0,1].
flz,2—z)=2+1€[2,3]daxe[l,2].

Svar: Storsta virdet &r f(2,0) = 3, minsta vérdet ar f(3,0) = 2.

2. Vf = (0,0) ger de stationdra punkterna (x,y) = (0,0), (3,3) och
(3, —3). Eftersom f(x,0) = 223 &r positivt for z > 0 och negativt for
x < 0, sa har funktionen varken lokalt maximum eller lokalt mimimum
i origo. Taylorutveckling kring (3, +3) ger f(3 + h,£3 + k) = =27 +
18[(h F k)* + k*] + O(r®), dér r* = h?® + k?, med positivt definit
kvadratisk form i bada fallen.

Svar: Funktionen har lokalt minimum i punkterna (z,y) = (3, £3).

3. Omradets projektion E i zy-planet ges av 22 + 32 < 11 4 2z — 4y, dvs
(r —1)%2 + (y +2)? < 16. Variabelbytet u = x — 1, v = y + 2 foljt av
polédra koordinater i uv-planet ger

114+2z—4y
/// T —y da:dydz—// </ :z:—y)dz) dxdy
2=x2+4y2
:// (u—v+3)(16 — u* — v?) dudv
u24+v2<16
4 27
:/ </ (rcoscp—rsincp+3)(16—7“2)rdg0> dr
r=0 =0

414
:27r~3[8r2—r} — 6 - 64

4 r=0
Svar: 384.
4. Maclaurinutveckling ger nsin 1 =1 — # + O(#) da n — oo, sa
1 —nsinl 1
——2 — - dan—
1/n? 6

Eftersom ) {° -z dr konvergent, sa dr dven den givna serien det, enligt
jamforelsekriteriet pa gransvirdesform.

Svar: Konvergent.



5. Sétt F(z,y) = (x+y) cos(x—2y). Da dr F(2,1) = 3, sa punkten ligger
verkligen pa den givna kurvan, och F(2,1) = 1 # 0, sa pastaendet
foljer av implicita funktionssatsen. Per konstruktion blir f(2) = 1,
medan derivatorna fas ur implicit derivering av sambandet

(x + f(x))cos(x — 2f(x)) = 3.

Derivering av bada led med avseende pa x ger (om man skriver f
istéllet for f(x) for att spara plats)

(1+ f')cos(z —2f) — (z + f)sin(z — 2f) (1 - 2f") = 0

varvid insdttning av x = 2, f(2) =1 ger 1 + f/(2) = 0, alltsa f/(2) =
—1. En derivering till ger

"cos(z —2f) — 2(1 + f')sin(z — 2f) (1 — 2f")
= (z+ f)|cos(z = 2f)(1 = 2f)* + sin(z — 2f) (=2f")
och inséttning av z = 2, f(2) = 1, f(2) = —1 ger slutligen f”(2) —
0— (24 1)[32+0] =0, alltsa f"(2) = 27.
Svar: f(2) =1, f'(2) = -1, f"(2) =27
6. Kedjeregeln ger

of 8f6x+6f8y of —I—g -
or OxOdr Oyodr Ox oSy y Sy
of of
0 0 Toz T Yay

=oer Toyr = iy

sa ekvationen ar ekvivalent med x 8f + yaf = 0. Funktioner pa formen
f(z,y) = g(y/z) = g(siny/ cosp) beror inte pa r nir de uttrycks

i poldra koordinater, och de uppfyller déarfor % = 0. For en sadan
funktion blir, enligt kedjeregeln, a—£ = ¢'(y/x)-4 och gi =g (y/z)2,

och dédrmed blir xaf + yaf = (=4 + y1)g'(y/z) = 0, vilket var vad
som skulle kontrolleras.

1
7. Eftersom %ir% f(t,t) = 5 # 0= f(0,0), sa ir f inte kontinuerlig i origo,
och dérmed ej heller differentierbar. Daremot &r f partiellt deriver-
bar, med f;(0,0) = f;(0,0) = 0, eftersom f &r konstant (noll) lings
koordinataxlarna.



