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For 16sningsskisser, se www.mai.liu.se/ halun/kurser/TATA09/ efter skriv-
ningens slut. Lycka till!

1. Bestédm alla stationdra punkter, och avgor deras karaktdr, for funk-
tionen f(x,y) = (2%y — 2 — 1)% + (22 — 1)2

2. Bestam konstanten D sa att planet 2z + 4y + z = D tangerar ytan
z = 2% — 3y? i ndgon punkt.

3. Berédkna // eW=2)/ W) grdy, dsr D #r triangeln med hérn i (0,0),
D
(4,0) och (2,2).

w2y
4. (a) Understk  lim ————.
()= (0,0) T4 + ¢
(b) Rita omradet D = {(z,y) € R? : |2z +y| < |z — 3y}
(c) Bestim vinkeln mellan kurvan (z(t),y(t)) = (t3,tcos(rt)) och
kurvan 372 + y% = 4 i punkten (z,y) = (—1,1).

5. Bestdm alla C!'-funktioner f(z,y) som uppfyller 2/ — 3fy =z +2y
och f(z,0) = x2. (Ledning: finn limpligt linjirt variabelbyte.)

6. Vilka virden kan zy?2? anta da z, y och z &r tre icke-negativa tal med
summan ett?

7. Berdkna volymen av det omrade D i R3 som definieras av olikheterna
£>0,y>0o0chz?+zy<z<1-— 3%
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1. Gradienten

2y —x — Ty — 2 —1)2x
or= (S )

ir noll om och endast om z2y—2—1 = 0 och 22 —1 = 0. (Observera att
detta syns mycket tydligare ifall man inte multiplicerar ihop nagot!
Notera ocksa att fallet #2 = 0 inte ger nagon losning eftersom f! =
2 # 0 da x = 0). Detta ger punkterna (x,y) = (1,2) och (—1,0), och
déir dr f = 0. Eftersom f &r en summa av tva kvadrater sa ar f > 0
overallt och det ar darfor uppenbart att f = 0 &r funktionens minsta
vérde; bada punkterna &r dérfor lokala minima (t.0.m. globala).

Man kan forstas dven undersoka teckenkaraktiren med Taylorutveckling som
vanligt! Enklast &r i sa fall att sétta in x = a+ h, y = b+ k och samla hogre

ordningens termer i varje parentes for sig, sa blir det snyggt och prydligt
kvadratkompletterat direkt:

FA+h2+k) = ((1+h)2(2+l<;)—(1+h)—1)2+((1+h)2—1)2

3h+k+0r2))2 (2h+0( ))2
= (3h+ k)% + (2h)% + O(r?),

( —1+h)%k — (- 1+h)—1) (( 14 h)?— )2
(h k+O(r )2 ( 2h + O(r ))2
= (h=k)* + (=2h)* + O().

Svar: f(1,2) = 0 och f(—1,0) = 0 ir lokala minima.

F(=1+h,0+k)

2. I tangeringspunkten (a, b, ¢) ska planets normalvektor (2,4, 1) vara pa-
rallell med ytans normalvektor (—2a,6b,1). Detta ger a = —1, b = %,
och dirmed ¢ = a® — 3b* = —%. For att (a,b, c) ska uppfylla planets
ekvation maste hogerledet D vara lika med vénsterledet 2a + 4b + ¢,
alltsa %

Svar: D =1/3.

3. Det linjdra variabelbytet u = y + x, v = y —  6verfér omradet pa en
triangel £ med hérn i (u,v) = (0,0), (4, —4) och (4, 0). Integralen blir

4 0
// dudv = 1/ (/ ev/u dv) du.
2 u=0 v=—u

Svar: 4(1 — e~




4.

D.

(a) Grinsvirdet existerar ej (ty noll lings axlarna, nollskilt lings
kurvan 22 = y3).

(b) Likhet géller da 2z +y = +(z — 3y), dvs da = + 4y = 0 eller
3r—2y = 0. Dessa tva linjer delar planet i fyra bitar dar olikheten
(av kontinuitetsskél) antingen #r sann i hela biten eller falsk i
hela. Insdttning av en punkt fran varje bit visar att olikheten &r
sann i de tva bitar som innehaller y-axeln, och D &r alltsa unionen
av dessa (inklusive randen).

(¢) Den forsta kurvans tangent i punkten, (z/(¢),y'(t))|i=—1 = (3, —1),
ar parallell med den andra kurvans normal i punkten, V(322 +
Y (@ a)=(—1,1) = (—6,2), sa kurvorna skiir varandra i rit vinkel
dér.

Den ena variabeln maste vara (en multipel av) 3x+2y for att fa en PDE
med bara en derivata inblandad. Hur man véljer den andra variabeln
spelar mindre roll. Till exempel: med variablerna v = 3z + 2y, v =y
erhalls —3f} = %(u + 4v), vars allménna dsning r

1 1
f=—gluw+ 20%) + g(u) = —5(3wy+4y2) + g(3z +2y).

Den fria envariabelfunktionen g bestdms av det extra villkoret f(x,0) =
g(3z) = 2%, alltsa g(u) = gu®. Den sékta losningen blir ddrmed
fla,y) = —5Bay +49%) + (32 +2y)* = 2? + 2.

(Nagot enklare rikningar fas om man tar v = x eller v =  + 2y istiillet.)

Svar: f(z,y) = 2? + xy.

Los ut « ur z +y + 2z = 1, och studera f(y,2) = (1 —y — 2)y?23 da
y >0,z >0 och y+ 2z < 1. Detta omrade i yz-planet ar kompakt,
och f ar kontinuerlig (ty polynom), sa f har sikert ett storsta och
ett minsta véirde. Lings hela randtriangeln dr f = 0 (uppenbart f:s
minsta virde i omradet), och 6vriga intressanta punkter fas genom att
sitta Vf = (y23(2 — 3y — 22),y%2*(3 — 3y — 42)) till noll. Den enda
16sningen i omradets inre &r (y,z) = (3, 3), och dér antas foljaktligen
det storsta viirdet: zy%23 = %(%)2(%)3 = 4—:%)2. (Och alla mellanliggande
virden antas forstas ocksa, eftersom f &r kontinuerlig.)

Svar: Uttryckets viirde varierar mellan noll (da nagon av variablerna
drmoll) och 1/432 (ddz =}, y =1, 2= 3).



7. Kroppens projektion E pa xy-planet ges av 22 +zy < 1 — %yg, x >0,
y > 0; alltsa den del av den snett liggande ellipsen (x + %y)2 + %yQ <1
som ligger i férsta kvadranten. Med nya koordinater u = x+%y, v = %y
erhalls istéllet en cirkelsektor F i wv-planet: u? +v? < 1, u > v > 0.
(Den inversa variabelbytet &r x = u — v, y = 2v, och dér ser man att
x>0&u>vochy>0<« v>0.) Volymen av D blir ddrmed

dadydz = (1—1y?) — (2® + 2y) )dady
b Al )
_ //F(1 2 _UQ)df‘/‘;” _ 2/;4 (/;0(1 —r2)rdr> dp=1%.

Alternativ: betrakta tvérsnittet for fixt x € [0, 1], vilket &r omradet
i yz-planets forsta kvadrant ovanfor linjen z = 22 + zy och under
parabeln z =1 — %yQ. Detta tvérsnitt har arean

Vo—zZ—z .TS _ x2 3/2
A(x) — / ((1 1 2 (2 )
Y

1)~ @ ) )y = 2 BT
och volymen av D blir lezo A(z)dx = 7/8. (Det blir lite jobbigare
rikningar i denna variant; termen (2 — 22)3/2 hanteras limpligen med
variabelbytet © = v/2sint foljt av omskrivning av cos* t till en summa
med hjélp av Eulers formler.)

Svar: /8.



