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For 16sningsskisser, se www.mai.liu.se/ halun/kurser/TATA09/ efter skriv-
ningens slut. Lycka till!
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1. (a) Rita omradet D = {(m,y) cR?: % + % <1, |z| > 1}.

(b) Bestdam Taylorutvecklingen av ordning 2 kring origo foér funk-

tionen f(x,y) = /1 + 3z + y2.

(¢) Definiera vad som menas med att en funktion f : D — R (dér
D C R") har stringt lokalt minimum i punkten a € D.

2. Berékna // vdxdy, dir D = {(z,y) e R*: 2? +y* <1, o +y > 1}.
D

3. Bestam storsta och minsta vardet av funktionen

2

3
y X
f(x,y):§+?—xy—y2+2y

pa det omrade i R? som ges av olikheterna z < 5, y <0, z +y > 1.

4. Berikna volymen av det omrade D i R? som bestims av olikheterna

0<zrx—y<z+22<2x+y+2< 1.

5. Visa att sambandet cos(xy) = y — 2z i nagon omgivning av punkten
(z,y) = (0,1) implicit definierar en kontinuerligt deriverbar funktion
y = f(x). (Motivera noga!) Ange dven f(0) och f/(0).

6. Bestam allminna l6sningen f(x,t) till den sa kallade vagekvationen
! = c2f med hjilp av variabelbytet u = x +ct, v = x — ct. Forklara
varfor den 16sning du far fram kan tolkas som en vagrorelse, ifall  &r

en rumsvariabel och ¢ en tidsvariabel (¢ &r bara en konstant).

7. Visa direkt ur definitionen av differentierbarhet att funktionen f(z,y) =
xy? #r differentierbar i punkten (z,y) = (2, —1).
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1. (a) Borja med en ellips med halvaxlarna 2 (i z-led) och 3 (i y-led),
och ta bort en remsa i mitten mellan linjerna z = —1 och x =1,
sa att det blir tva ”linsformade” bitar kvar, en till héger och en
till vénster.

(b) Standardutvecklingen (1 + t)1/2 = 1 4 t/2 — t?/8 4+ O(%) ger
V1+3z+y2 =1+ Bz +y3/2—- Bz +92)?/8+003) =1+
3x/2 — 922 /8 4+ 42 /2 + O(r?), dér r = /22 + 12.

(¢) Se kurslitteraturen (Persson—Béijers, avsnitt 2.6, def. 7).

V1—z2

1 1 /1—y2
2. Direkt utrdkning / [wy] dx eller / [%xz} ! dy fungerar
=0 =0 z=l-y

utmirkt. Ett tredje sitt att tdnka dr att omradet D kan fas genom
att fran kvartscirkelskivan Dy = {x2 +y2<1,2<0,y> 0} ta bort
triangeln Dy = {x +y <1, <0,y > 0}:

// xdwdy—// :):dxdy—// x dxdy
D Dy Do
w/2 1 1 1-x
:/ (/ (rcosgo)rdr) dgp—/ </ :Udy) dzx.
©=0 r=0 =0 y=0

y=1—x

Svar: 1/6.

3. Omradet adr kompakt och funktionen kontinuerlig, s& existensen av
storsta och minsta viirde #r garanterad. Vf = (z—vy,y? —2—2y+2) =
(0,0) ger de stationdra punkterna (1,1) och (2,2), bada utanfor det
givna omradet. Randen bestar av tre linjestycken vars inre underscks
i tur och ordning (jag sparar hoérnen till sist):

e y=0,1<2<5. f(x,0) = 22/2 4r stréngt viixande pa intervallet
ifraga, alltsa inga intressanta punkter i det inre av intervallet.

ey=1—21<z<5. g(m):f(a:,l—x):—x—;+%—2x+%har

derivatan ¢'(z) = —22 4+ 32 — 2 med nollstéllena z = 1 och = = 2,
vilket ger den intressanta punkten (2, —1) i intervallets inre.
ox:5,—4<y<0.h(y):f(5,y):y 3y—{—25 har

derivatan h'(y) = y? — 2y — 3 med nollstillena y = —1ochy=23,
vilket ger den intressanta punkten (5, —1) i intervallets inre.

De intressanta virdena &r alltsa f(2,—1) = % och f(5,—1) = 2 till-
sammans med hornen f(1,0) = 3, f(5,0) = (5,—4) =

Svar: f(5,—1) = % &r storst, f(5,—4) = —*F &r minst.
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4. I nya variabler u = z — y, v = z + 2z, w = 2x + y + z blir villkoren
0<u<v<w<1 (kalla detta omrade E). Volymskalan &r

~—

-1
= |det 0
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d(u,v,w)
d(z,y, z)

N — =
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91

7//D awaytz = [[[ Lawoaw =1 [* ([* ([ au)a)a.

Svar: Volymen av D &r 1/30. (Se nésta sida for alternativ metod.)

5. Skriv om ekvationen som F'(z,y) = 2z —y+cosxy = 0. Gradienten &r
VF = (2—ysinzy, —1 —xsinxy). Punkten (0, 1) ligger pa nivakurvan
F =0, funktionen I &r kontinuerligt deriverbar, och F;(0,1) = —1 #
0. Forutsattningarna i implicita funktionssatsen dr darmed uppfyllda,
och den kan darfor aberopas for att visa pastaendet. Per definition &r
f(0) =1 (eftersom y = f(z) maste vara 1 nér x &r 0 ifall kurvan ska
ga genom punkten (0, 1)), och derivatan f/(0) = 2 fas ur det faktum
att VF(0,1) = (2,—1) ska vara normal till kurvan (rita figur).

6. Kedjeregeln ger forst f. = f! + fl och f{ = c(f. — fI), och i néista steg

e 1 1 1 " __ 2 1! ! ! :
e = fou 210+ f), samt f; = c*(fl, — 2f/, + fl')). Ekvationen

! = c2f"” blir dirmed i de nya variablerna helt enkelt f” = 0, med

allmén 16sning f = g(u) + h(v) dér g och h dr godtyckliga (tillréckligt
snélla) funktioner av en variabel.

Svar: f(z,t) = g(x + ct) + h(z — ct).

For fixt ¢ dr grafen for uttrycket g(z + ct) (betraktat som funktion
av z) likadan som grafen for g(z) forutom att den &r forskjuten ct
steg at vanster. For varje tidsenhet flyttar sig alltsd grafen ¢ langd-
enheter at vénster, sa termen g(z + ct) representerar en fortskridande
vag som ror sig at vanster med hastigheten ¢. P& samma sétt repre-
senterar termen h(z — ct) en vag som ror sig at hoger. Den allménna
l6sningen till vagekvationen ar alltsa en superposition av tva vagor,
en vinstergaende och en hogergaende.

7. Insiittning ger f(2+h, -1+ k) — f(2,—-1) = 2+ h)(-1+k)? -2 =
h — 4k +2k% — 2hk + hk? = A1h+ Aok + /b2 + k2p(h, k), dir A; =1,
Ao = —4, och dar

2k% — 2hk + hk?

N
VIET R
da (h,k) — (0,0) (visas litt med poldra koordinater i hk-planet).
Alltsa &ar definitionen av differentierbarhet uppfylld, vsv.

p(h, k) = 0




4. Alternativ metod. (Rekommenderas inte, forutom som traning!)

Eftersom ganska manga forsokte (och ingen lyckades) att integrera
direkt, utan variabelbyte, sa ska jag &ven visa hur man gér det. Borja
med att dela upp kedjan av olikheter i sina bestandsdelar sa att man
kan manipulera dem var for sig:

0<z-y,
r—y<1x+2z,
r4+22<2x+y+ 2z,
20 +y+ 2 < 1.

Den forsta olikheten 0 < x — y beror inte pa z; de resterande tre blir
efter forenkling
z<z+y,
_%y S 2, P Y
z<1-2z—uy.

Man kan alltsa integrera i z-led fran —%y till min(x +y,1 — 2z — y)
for varje punkt (x,y) i det omrade F i xy-planet som definieras av att
0<xz—yoch —%y < x+y och —%y < 1—2x—y. Forenkling av dessa
olikheter visar att F &r en triangel som begrinsas av linjerna y = x
och 2z + 3y = 0 och 4z 4+ y = 2. (Rita figur! Hérnen blir (0,0), (2, 2)
och (2,-2).)

For att hantera uttrycket min(z +y,1 — 22 — y) tittar man lampligen
pa var de tva ingdende deluttrycken &r lika: x +y = 1 — 22 — y om
och endast om 3z + 2y = 1; detta &r en linje som delar triangeln E
i tva deltrianglar. (Rita! Linjen gar genom hornet (f —5) och skar
den motstaende sidan i punkten (5, 5) ) I den vénstra delen E; ér
x+y <1—2x—y, ochiden hogra delen Fs dr det tvirtom. Volymen
blir alltsa

min(z+y,1—-2z—y)
[ e [ (] i) iy
D E z:f%y
1-2z— y
// (/ dz)dxdy+// (/ )da:dy.
Eq —*Qy E» —*gy

Bade E; och FEs ligger snett i zy-planet, och méaste i sin tur tudelas
om man ska integrera i xy-koordinater. Om vi t.ex. tar z-integralen
innerst far vi klyva F; ldngs linjen y = 0 och Es ldngs linjen y = %:

0 33V 3 (33
Il L
Ey y=—¢ Jr=—3y y=0Jaz=y
; v o3 pheb
/L= oL
By Jy=-2Ja=g5-3y Jy=g Ja=y

Trakig utrikning av de fyra bidragen ger slutligen den totala volymen
1 _ 1
735 T 108 T80 T 200 — 30°



