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Inga hjélpmedel. Varje uppgift dr vird 3 podng. Betygsgrinser: 8p for trea,
11p for fyra, 14p for femma.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jejon/kurser/TATA09/
efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Berikna // (z+522%y) dzdy, dir D = {(w,y) eR?: 0<y<2c < 2}.
D

2. Bestidm storsta och minsta virde av f(z,y) = doy? — 49> — 2 + 2y i
(eller pa) kvadraten med horn i (0,0), (1,0), (0,1) och (1,1).

3. (a) Los den partiella differentialekvationen

of of 2 1
— —2y— = 4y~ sy >0, eC),
Tor  Wg, =~ W (z,y fec)
t.ex. genom att anvinda variabelbytet u = z%y, v = y. (2p)
(b) Bestdm den 16sning som uppfyller villkoret f(1,y) = 0. (1p)

4. (a) Punkterna (0,0), (0,—1) och (3%/5,—%) ligger alla pa kurvan
y3 + y? — 22 = 0. Avgor for var och en av punkterna om kur-

van implicit definierar en C!-funktion y = f(z) i en omgivning av

punkten. (1p)

(b) Bestdm den punkt pa ytan z + ‘”—; +9? = 0i vilken (1,1,1) &r en
normalvektor. (1p)

(c) Bestim den stationira punkten till f(z,y) = 2?y? +22%2 +¢¥ —y
och avgor dess karaktér. (1p)

5. Berik // 2 jedy, dir D dr omradet
. Beriikna x ar dr omradet som ges av
p 1+ (22 +9y2)? 4 &

x2—|—9y2§4och0§3y§x.
6. Berédkna volymen av omradet
D= {(x,y,z) eER?: 2?42 +22 <4, 22+ 22> 1}.
7. (a) Definiera vad det betyder att en funktion f(z,y) dr differentierbar
i en punkt (a,b). (1p)

(b) Visa med hjélp av definitionen att funktionen f(x,y) = In(z +y)
ar differentierbar i punkten (1,0). (2p)
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1. Omradet D ges av triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (1,2).

1 2x
//(a:+5x2y)d:cdy:/ (/ (a:+5a;2y)dy>dx:...:8
D =0 y=0 3

Svar: 8/3

2. Funktionen ar kontinuerlig och méangden kompakt sa vi vet att storsta
och minsta vérde existerar.

Funktionen har endast en stationér punkt (1/2,1/2) som ligger i omradet.

Randen delas upp i fyra linjesegment. Pa linjerna (x,y) = (z,0),
(z,y) = (x,1) och (z,y) = (1,y) blir funktionen f olika linjéra envari-
abelfunktioner vilka inte ger nagra intressanta punkter bortsett fran
hérnpunkterna. Pa (z,y) = (0,y) far vi g(y) = f(0,y) = —4(y—1/4)>+
1/4 som har sitt storsta virde da y = 1/4. Vi far alltsa en intressant
punkt (0,1/4). Tillsammans med hoérnpunkterna far vi ddrmed sex
kandidater till storsta/minsta vérde: f(1/2,1/2) =0, f(0,1/4) = 1/4,
£(0,0) =0, f(0,1) = =2, f(1,0) = —1 och f(1,1) = 1.

Svar: Det storsta véirdet dr f(1,1) =1 och det minsta f(0,1) = —2.
of of of _ »0f

3. (a) Med hjalp av kedjeregeln far vi e 2:cy% och i o +
g—f. I de nya variablerna far vil ddrmed den enklare ekvationen

v
Zf = —2v, vilket ger f = —v? + p(u) = —y? + ¢(2%y), dir ¢ &r

v

en godtycklig C!'-funktion av en variabel.

Svar: f(z,y) = —y* + @(2?y)
(b) f(1,y) =0 ger ¢(y) = y*.

Svar: f(z,y) = —y* + xty?

4. (a) Lat F(x,y) = 3° + y*> — 2%, Enligt implicita funktionssatsen
definierar nivaikurvan F(x,y) = 0 en Cl-funktion y = f(z) i
en omgivning av punkten (a,b) omm Fj(a,b) # 0. F;(0,0) =
F}(2/3%2,-2/3) = 0 och F(0,—1) = 1.

Svar: Kurvan definierar lokalt en implicit C!-funktion y = f(x)
endast i punkten (0,—1).



(b) Lat F(z,y,z) = 2z + 22/3 + y? och (a,b, c) en punkt pa nivaytan
F(z,y,2) =0, d.v.s. c+a?/3+b? = 0. Eftersom VF(a,b,c) ir en
normalvektor till ytan i (a, b, c), ar (1,1, 1) ocksa en normalvektor
i samma punkt omm det finns ett tal A\ sadant att

2a/3 = A
VF(a,b,c) = A(1,1,1) N 2b =\
c+a?/3+b?>=0 1=

c+a*/3+b*=0
Svar: (3/2,1/2,-1).

)

fi(z,y) = 2xy® + 4o = 22(y> +1) =0 x=0

{fg’/(x,y):2a;2y+ey—1:0 @{y:O
d.v.s. funktionens enda stationdra punkt &r (0,0). Motsvarande
kvadratiska form ges av f,(0,0)h? +2f7 (0,0)hk + f1! (0,0)k* =
4h? + k2. Eftersom den kvadratlska formen ar pos1t1vt deﬁmt har
funktionen ett lokalt minimum i (0, 0).
Svar: Funktionens enda stationéra punkt (0,0) dr en lokal min-
imipunkt.

5. D ir det omrade i ellipsen 22+9y? = 4 som ligger mellan linjerna y = 0
och x = 3y i forsta kvadranten. Genom att forst byta till variablerna
u = x, v = 3y och déarefter till poliara koordinater far vi

2zy 2 [? /4 3 cos @ sin ¢
2 22 9 dyp|dr=
pl+@+9°)? 9/)i—o\Jp=o 147

],T/4 In17
R

1
== [ln(1+r4)] - [—cos 2

Inl7

Svar: =

6. Omradet D &r ett klot med radie 2 och centrum i origo, med ett
cylinderformat hal med radie 1 och y-axeln som symmetriaxel. Lat
E={(z,z) e R*: 1 <a?+2* <4} (en annulus), d ges volymen V

av
4—x2—22
\% /// da:dydz-// (/ dy) dxdz =
=—VA4—x2-22
—2/ V4 —22—22dxdz
E

Genom att darefter byta till polédra koordinater x = r cos ¢, z = rsin ¢
far man

s (oS Lo



Svar: 437

7. (a) f &r differentierbar i (a,b) om det finns konstanter A och B och
en funktion o : R? — R sadana att f(a + h,b + k) — f(a,b) =

Ah + Bk + Vh? + k20(h, k), dir " kl)im(0 0 o(h,k) =0.

(b) Om f &r differentierbar maste A = f;(1,0) = Loch B = f;(1,0) =
1. Darmed ges g av
In(1+h+k)—h—k
Vh2 + k2 ‘

Eftersom In (1 +h + k) = h + k + O(r?), dir r = VhZ + k2, far
vi o(h, k) = O(r?)/r =O(r) — 0dar — 0.

o(h, k) =



