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Inga hjalpmedel. Varje uppgift ar vird 3 poédng. Betygsgranser: 8p for trea,
11p for fyra, 14p for femma.

For 16sningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jejon/kurser/TATA09/
efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Bestédm alla lokala maximi- och minimipunkter for funktionen

f(z,y) = —2* + 22y — 2y° + 2y°.

[\

. Beriikna // 2(z+y®)dzdy, dir D = {(z,y) e R*: (z —1)? +y* < 4}.
D

3. Bestam det storsta och det minsta viardet for funktionen
2
e +2x+1 . 9 9 9
f@y) =Timye P D={@yeR: e’ +y’ <4 220},

W

. Beriikna volymen av det omrade som ges av olikheterna

0<2r+y<1, 0<-2zx+y<1, 0<z<(y?>—42%)e*",

5. Bestdm de tangentplan till ytan 222 + 3y? 4 22 = 15 som innehaller
linjen (z,y,2) = (0,—1,6) +t(0,2,3), t € R.

3

6. (a) Undersok gransvirdet (x,y%iirto,o) x;—iy— 5 (1p)

(b) Lat f(x,y) = e (23 + 4y — 5). Visa att |f4(1,1)| < 45 for varje
riktning v = (v1, v2), |v] = 1. (1p)

(c) Visa att ekvationen y® + 2y = z entydigt bestimmer en C'-
funktion y = f(x) i en omgivning av origo. Bestdm ocksa Maclau-
rinutvecklingen av ordning tva till f(z). (1p)

7. Bestim alla C2-l6sningar till differentialekvationen
Tl Yyl — fy=1° x,y>0,

t.ex. genom att infoéra de nya variablerna u = z, v = xp(y) for limpligt
val av funktion ¢(y).
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1.
fi=-20+2y=0 y=u
! 2 =
fy =21 —4y+ 6y~ =0 2z(3z — 1) = 0.
Funktionen har alltsa de tva stationfira punkterna (x,y) = (0,0) och
(z,y) = (1/3,1/3).
M= =2, ;/y =2, Z///y =—-4+12y
I punkten (0,0) far vi den negativt definita kvadratiska formen
Q1(h, k) = —2h? + 4hk — 4k* = —2(h — k)? — 2k,
och i (1/3,1/3) den indefinita kvadratiska formen
Qa(h, k) = —2h% + 4hk = —2(h — k)? + 2k

Funktionen har alltsa endast en lokal extrempunkt, ett lokalt maxi-
mum i (0,0).

Svar: Funktionen har en lokal maximipunkt i (z,y) = (0,0).

2. Byte till poldra koordinater x = 1 4 rcos g, y = rsiny ger

2 2m
// 2z + y*)drdy = 2/ </ (1 + rcos ¢ + 12 sin? gp)dg0> dr
D r=0 =0

= 16m.

Svar: 167

3. Ett storsta/minsta virde existerar da omradet dr kompakt och funk-
tionen kontinuerlig. Bestdmmer forst inre stationédra punkter till funk-

tionen:
g Aotz tyd)
e
2 1)2
[ (G "

(1+l‘2+y2)2

Vi ser att ekvationerna dr uppfyllda precis da (z,y) = (1,0) eller
x = —1, varav endast (z,y) = (1,0) ligger i D. Vi far alltsa en kandidat

£(1,0) = 2.

Vi delar upp understkningen av randen i tre fall:



6.

(a) Linjesegmentet z = 0, —2 < y < 2. Viser att funktionen f(0,y) =
1/(1+y?) saknar minsta viirde och har sitt storsta virde da y = 0.
Vi far alltsa en kandidat f(0,0) = 1.

(b) Halvcirkeln (z,y) = (2cosp,2siny), —m/2 < ¢ < 7/2. Vi ser
att funktionen f(2cosp,2sin¢) = £(2cos ¢ + 1)? saknar minsta

virde och att det storsta virdet intréffar precis da ¢ = 0. Vi far
alltsa en kandidat f(2,0) = 9/5.

(c) Hornpunkterna ger tva kandidater f(0,+2) = 1/5.
Svar: Storsta virdet dr f(1,0) = 2, minsta virdet ar f(0,+2) = 1/5.

Lat D vara omradet som ges av 0 < 2x+y < 1,0 < 2z +y < 1.
Volymen ges av dubbelintegralen

V= // (y? — 42?)e** TV dady.
D

Genom variabelbytet u = y + 2z, v = y — 2z avbildas D pa méngden
E={(u,v) eR?*: 0 <u,v <1} och

1 1
V= }L// wvetdudv = }1/ ue“du/ vdv = %.
E 0 0

Lat F(z,y,2) = 22% + 3y? + 22 och lat (a,b,c) vara en godtycklig
punkt pa ytan, dvs F'(a,b, c) = 15. Tangentplanets ekvation i punkten
(a,b,c) ges av

Svar: 1/8

0=VF(a,b,c)- (x—a,y—bz—c) < 2ax+ 3by+cz=15.

Detta tangentplan innehaller den givna linjen omm linjens riktningsvek-
tor &r ortogonal mot planets normal och en av linjens punkter (t.ex.
(0,—1,6)) ligger i planet. Vi far ddrmed foljande tre ekvationer:

4a 0
242 + 3b* + ¢® = 15, 6b |-| 2| =0 —3b+6¢c=15,
2c 3

som har lgsningarna (a,b,c) = (£2,—1,2).
Svar: £4z — 3y 4+ 2z =15
3

i - Viser att gréinsvérdet inte existerar efter-

(a) Lat f(z,y) = 22140

som t.ex.

. o . 3 _ 1
%g%f(O,t)—O, %E%f(t?t)_ga



d.v.s. funktionen nirmar sig olika tal da (x,y) ndrmar sig (0,0)
ldngs olika kurvor.
Svar: Griansvérdet existerar inte.

(b) Vi har
f5 (LD =V f(1,1) -0 < [VFL Do) = [Vf(1,1)] = 5e? < 45.

(c) Lat F(z,y) = y* + 2y — z. Eftersom F(0,0) = 0 och F}(0,0) =
2 # 0 ger implicita funktionssatsen att nivakurvan F(z,y) = 0
kan uttryckas som en en funktionskurva y = f(z), f € C!, pa
ett unikt sétt i en omgivning av origo. Genom implicit derivering
av ekvationen y® + 2y = z far vi f'(z) = y = 1/(3y*® + 2) och
speciellt f/(0) = 1/2. Ytterligare en derivation ger f”(z) =y" =
—6yy’/(3y? + 2)? och speciellt f”(0) = 0. Maclaurinutvecklingen
blir ddrmed

f@) = f(0) + f'(0)x + fﬁéo)x? +0(2%) = g +0(a%).
Svar: f(z) = z/2 4+ O(2?)
7. Med hjilp av kedjeregeln finner vi
fy=2' W0 foy =" W) (o + fuw +0W) fl0)
fyy =" W) fy + (' (W) £

Sétter vi in dessa uttryck i differentialekvationen och dividerar med x
far vi

yo" W) f, + 20 (W) il + 2" () (0(y) + y&' () fuly = 2°.

Om vi kan viilja ¢(y) sa att koefficienten framfor f; blir noll sa far vi
en hanterbar ekvation (observera att vi inte kan vilja ¢ s.a. ¢/(y) = 0),
t.ex. o(y) = 1/y. Later vi g = f/ reduceras ekvationen ovan till

2 T 9 2 u
yﬁf{)_?;’v:x A 9;—59:—*‘

Vi forlinger med den integrerande faktorn 1/u? och far

1, 2 1Y
e A 7 P

u

4 4
r_ U 27 _uw 2
& fl=g=—om+ui0) & fv) = uth() + ()
zdy 2
dér 1, 1;, 7 #r godtyckliga C?-funktioner av en variabel.
3

Svar: f(z,y) = % + 22y (z/y) + ()



