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Inga hjdlpmedel. Varje uppgift dr vird 3 podng. Betygsgrénser: 8p for trea, 11p
for fyra, 14p for femma.

For losningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/TATA09/
efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Lat D = my yER?: 0<2x7y<10<7x+2y<2} och berdkna

integralen / / zy dxdy.

2. Los differentialekvationen

xf?;—yf‘,;:xysin(xz—yQL xay>0
f(z,z) =2 +sin(22%), z>0.

Tips: infor nya variabler u = 22 + 32, v = 22 — y°.
3. Lat f(x,y) = (xy+y—6)e” ¥ och bestim funktionens stoérsta och minsta

vérde i eller pa triangeln med hérn i punkterna (0,0), (4,0) och (0,4).

4. (a) Berikna grimsvirdet 1 a® +y° (1p)
. (a) Berikna grinsvirde im

& (@4)=(0,0) 2% +y* — zy? P

(b) Bestidm ekvationerna for de linjer i planet som &r parallella med vek-

torn © = (1, —1) och tangerar kurvan 2z% — y* + 2 = 0. (1p)

(¢) Bestdm alla lokala minimipunkter till funktionen
flz,y) = 23 + 2% + 3zy + 3y°. (1p)

5. Berékna volymen av det omrade som ges av olikheterna

22?22 <6, Vaz+y? <z <32 +y2).

0 2x 1 —2z
6. Beriikna / ( flz,y) dy) dz —|—/ (/ f(z,y) dy) dx, dér
1 -2 0 -2

flx,y) = (322 + 2 — 2) cos (y?).

7. (a) Ge ett exempel pa en kontinuerlig funktion f : R? — R som inte ir

differentierbar i punkten (1,2). (1p)
(b) Ge ett exempel pa en partiellt deriverbar funktion f : R? — R som
inte &r kontinuerlig i punkten (1, 2). (1p)
(c) Antag att funktionen f: R? — R é#r differentierbar i (1,2) och visa
att f da #r partiellt deriverbar i (1,2). (1p)

Motivera noggrant!
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1. Genom variabelbytet uw = 2z — y, v = —x + 2y avbildas D pa rektangeln
E:0<u<1,0<v<2ochvifar

//nydzdy:2—17//E(2u+11)(u+2v)dudy: :z%

Svar: 35/81

2. Med kedjeregeln far vi f; = 2x(f, + f,) och f; = 2y(f, — f,). Differenti-
alekvationen reduceras diarmed till

dayf, = aysin(a? —y?) e f =0
cosv cos (22 — y?) 9 9
o fu)= 2o e fay =TT ey,

dér ¢ dr en godtycklig deriverbar funktion av en variabel. Funktionen
bestédms entydigt av det extra villkoret pa lésningen:

f(@,z) =3 +sin(22?) <  ¢(22%) =1+ sin (22?),

vilket ger att p(t) = 1+ sint.
cos (22 — y?)
4

3. Storsta och minsta virde existerar da funktionen ar kontinuerlig och omradet
kompakt. Vi bestdmmer forst inre stationéra punkter:

fg’C:eJ”er(:Uer2ny):0¢> 2y+2y—6=0
fo=e"ay+y+az—-5)=0 zy+y+xr—5=0

Svar: f(z,y) =1+ + sin (2% + %)

54

vilket ger tva losningar (x,y) = (—4,—3) och (z,y) = (1,2), varav en-
dast den sista tillhér den undersokta méangden. Vi far alltsa en kandidat
f(1,2) = —2¢3. Undersskningen av randen delas upp i fyra fall:

e z=0,0<y<4:Lat g(y) = f(0,y) = (y—6)eY. Da far vi ¢’(y) =0
< y =5, dvs vi far ingen kandidat.

e 0<z<4,y=0: f(x,0) = —6e” dr stringt viixande sa vi far ingen
kandidat.

e 0<z<4,y=4—x:Lat h(z) = f(x,4—2) = (—22+3x—2)e*. DA far
vi () =0 & o = 3/2, dvs vi far en kandidat f(3/2,5/2) = e*/4.

e Hornpunkterna ger ytterligare tre kandidater: f(0,0) = —6, f(4,0) =
—6e* och f(0,4) = —2¢%.

Svar: Storsta virdet dr f(3/2,5/2) = e*/4 och minsta virdet #ir f(4,0) =
—6e?.



4.

(a)

Gréansvirdet bestdms enkelt genom byte till poldra koordinater

x? +y r?

lim —_ = =
(@)—(0,0) 22 +y? —xy?  r—0t 72 — r3cospsin® ¢
1
= lim =1.
o0t 1 — 7 cos psin? ¢

Svar: 1

Lat f(z,y) = 22%> —y?+2 och (a, b) en punkt pa nivakurvan f(z,y) =
0. Kurvans normal i (a,b) ges av Vf(a,b) = (4a, —2b), sa vi sdker
alltsa losningar till ekvationssystemet

Vf(a,b)-v= da+2b=0
fla,b) = @ 2a% —b? = -2

De sokta tangentlinjerna ges ddrmed av

& (a,b) = £(1, -2).

0=Vf(a,b) - (z—a,y—>b) <& z4+y==I1

Svar: x +y = +1

Vi bestammer forst alla stationéra punkter genom att 16sa ekvations-
systemet

fr=32"+224+3y=0
fy =3z +6y=0,

som har lésningarna (z,y) = (0,0) och (z,y) = (—1/6,1/12). Ka-
raktéiren av en stationdr punkt (z,y) kan bestimmas fran den kvadra-
tiska formen

Q(h, k) = fr,(z,y)h* + 2f7, (x, y)hk + [}, (x,y)k* =
= (6 + 2)h* + 6hk + 6k>.

I(0,0) far vi alltsd den kvadratiska formen 2h? + 6hk + 6k* = 2(h +
3k/2)% + 3k?/2 som ir positivt definit, vilket ger att (0,0) &r en lokal
minimipunkt. I (—=1/6,1/12) far vi h% + 6hk + 6k* = (h + 3k)? — 3k>
som &r indefinit, vilket innebér att punkten &r en sadelpunkt.

Svar: Funktionen har en lokal minimipunkt i (0, 0).

Lat D beteckna den givna méngden. D ges i rymdpolédra koordinater av
olikheterna 0 < 7 < v/6 och 7/6 < 6 < /4, si volymen ges av

V6 27 /4
V= // dxdydz = / (/ (/ 2 sin 9d9> d(p) dr =
D r=0 =0 0=7/6

V3 1)
= 4V/6m (—\/g>—27r(3\/§—2\/§).

Svar: 27(3v/2 — 2V/3)



6.

7.

Summan av de tva itererade enkelintegralerna kan skrivas som en dub-

belintegral I = // f(z,y)dxdy, dir D &r triangeln med hérn i (0,0),
D
(—1,-2) och (1,—2). Vi far ddrmed

0 —y/2
I= / cos (y?) (/ (32% 4+ — 2)dm> dy =
y=—2 z=y/2
0 y? 0 t
:/ 2y <1—> cos(y2)dy:{t:y2}:/ (1—) costdt =
o 8 4 8

cos4 sin4d 1

= { Partiell int ti = .
{ Partiell integration } 3 5 3

(a) Tag t.ex. f(x,y) = |x — 1|. Funktionen &r definierad och kontinuerlig
i hela R? men inte partiellt deriverbar, ty

fA+h,2)— f(1,2) fA+h,2)— f(1,2)

i, Y =1#-1= lim ) |
(b) Tag t.ex.
F@y) (z(ml_);l(y(y_”gf om (z,y) # (1,2)
x,Y) =

0 om (z,y) = (1,2).

f dr partiellt deriverbar, ty da (z,y) # (1, 2) kan den ses som en kvot
av summor och produkter av partiellt deriverbara funktioner och i
(1,2) har vi

"(1,2) = li =
f2(1,2) Py h 0,

och helt analogt f,(1,2) = 0. Funktionen &r dock inte kontinuerlig i
(1,2) ty }ir% F(1+¢,2+4¢t) = 1/2 men tlir% f(1,24t) = 0, sa gransvirdet
lim  f(x,y) existerar ej.
(z,y)—(1,2) (=v)
(c¢) Eftersom f &r differentierbar i (1,2) finns det konstanter A och B
sadana att

f+h24k)— f(1,2) = Ah+ Bk + Vh2 + k2p(h, k),

dér p(h, k) = 0. Genom att siitta k = 0 och dividera med

lim
(hyk)—(0,0)
h far vi

h
d.v.s. den partiella derivatan f;(1,2) existerar. Att f; (1,2) existerar

visas helt analogt genom att istiillet sitta h = 0 och dividera med k
i uttrycket ovan.

=A+p(h,0) = Ada h — 0,



