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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For losningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens
slut. Lycka till!

1. Beridkna integralen // (2(562 + %) — 5xy) dzxdy, dar D &r triangeln med horn i (0,0), (1,2)
D
och (2,1). (3p)

2. Beridkna foljande grinsvirden om dessa existerar. Motbevisa annars existens. (1+1+1p)
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3. Asociale Albin skall ga ut pa en langpromenad och vill undvika att triffa ménniskor i sa stor
utstrickning som mojligt. Vi beskriver Albins position med en koordinat i zy-planet (x och y-
axlarna pekar i ostlig respektive nordlig riktning). Befolkningstétheten ges (pa ett ungefir) av

15 + a1 + 422)

32(1 + 422)

funktionen p(x, y) = arctan(a:2+y) + personer per areaenhet, dar « dr en positiv

konstant.

(a) Om Albin utgar fran punkten (1,2) pa kartan, vilken riktning skall han vilja for att
méngden ménniskor skall avta sa snabbt som méjligt och hur snabbt blir avtagandet (per
lingdenhet) i denna riktning? (2p)

(b) Hur snabbt &#ndras befolkningstétheten (per lingdenhet) om Albin istéllet véljer att ga i
syd-vistlig riktning? (1p)

4. Finn en 16sning till —y f;(z,y) + 2 f,(z,y) =0, (z,y) # (0,0), sa att f(z,0) = sin|z| for z # 0.
Tips: Poléra koordinater. (3p)

5. Lit f(z,y) = (a%y +y?)e” V.
(a) Finn och undersok alla stationdra punkter till f och avgor karaktir, om det gar, genom
studie av de kvadratiska formerna. (2p)
(b) Vad blir minimum och maximum fér f pa eller i triangeln med hérn i (0,0), (—2,2)

och (2,2)? (1p)

6. Berikna volymen av omradet i R3 som begrinsas av paraboloiden z = 2% — 2z +y?+1, zy-planet
och ytan 2z + 2y + z = 4. (3p)
sin(2? + y?)

7. Lat f(z,y) = , (2, y) # (0,0).

z? + y?
(a) Vad maste f(0,0) definieras som (vilket tal) for att f skall bli kontinuerlig? (1p)
(b) Med detta val, visa att f &r differentierbar pa hela R2. (1p)

(c) Beskriv var f har sina lokala extrempunkter. Enklare ekvationer av envariabeltyp far
anvéndas i svaret. (1p)
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1. Genom variabelbytet u = y — 2z, v = y — x/2 avbildas D pa triangeln med hérn i (—3,0), (0,0)
och (0,3/2). Vi far

o [0 [(ut3)/2 9
// (2(x2 +9?) — 5;Ey) dxdy = / / uodvdu = -+ = ——.
D 3J-3Jo 8

Svar: —9/8.

2. (a) Den hir uppgiften blev felskriven pa tentan (tanken var In(1 + z + 42/2) i nimnaren), och
blev dérmed lite svarare. Grinsviirdet saknas faktiskt da In(x + y2/2) inte #r definierad
dd r < —y?/2. Om man nirmar sig ifrin omradet diir > —y?/2 far vi

sin(2z + y?)
(e +522)
da (z,y) — (0,0). Detta foljer av att sin(2x + y?) — 0 och att In(z + y?/2) — —oo.
(b) Lat y = kx, k en konstant. Da far vi
2xy 2kx? 2k

242 (1+k)a2 1+k2

Uppenbarligen kan ett gransvirde inte existera.
(c) Eftersom sin #r begrinsad och exp(—a2? — y?) — 0 da /22 + 32 — oo blir grinsviirdet 0.

Svar: (a) 0 (b) Gransvirde saknas (c) O
3. Vi behover Vf:

2296 7 15962 2
Vf(x,y) _ [ 1+ (z%+y) ) 4(14+4x2) ] )
1+(2%+y)?

I punkten (1,2) far vi Vf(1,2) = 2071, 2]T. Funktionen f véxer snabbast i gradientens rikt-
ning, och saledes langsammast i riktningen —V f(1,2). Vektorn v = —(1/v/5) [1,2}T pekar ut
den sokta riktningen. Hastigheten hos foréndringen ges av riktningsderivatan i riktning v, dvs

pmar=sna ([1)) -2

For uppgift (b) blir vektorn v istiillet v = —(1/v/2)[L, 1]T, sa vi far
3
20V2

Svar: (a) I riktning [—1, —Z]T blir avtagandet snabbast: —1/4+/5. (b) —3/20v/2.

4. Med kedjeregeln far vi fy = —rsin6f, +rcosff, = —yf; +zf,. Differentialekvationen reduceras
dérmed till fj = 0, och foljaktligen blir f(r,0) = g(r) dér g dr en godtycklig deriverbar funktion
utanfor origo. Byter vi tillbaka till ursprungskoordinaterna blir

f@y) =9(Va* +y?), (z,y)#(0,0).
Funktionen bestdms entydigt av det extra villkoret pa lésningen:
sin(|z]) = f(z,0) = g(V#?) = g(|z]),
vilket ger att g(r) = sinr, r > 0.

Svar: f(z,y) =sin 22 + 42, (z,y) # (0,0).



5. Gradienten blir ( ) )
. 2ey(l+ o= +y 22 —y?
Vf(x, y) - LU2 4 2y(1 o 33‘23/ _ y2) e .

D4 vi soker stationira punkter maste Vf = 0 i dessa (f € C!). Om f.. = 0 far vi tre mojligheter.
Om z = 0 ger f, = 0 att y(l—y ) =0,say=0,%1 (tre 16sningar). Omy—Oméste:L‘—O
Tredje alternativet sker da 2> = —1 — y. Ekvationen f = 0 ger da att y? + y/2 —-1/2 =0,
sé y = 1/2,—1, av vilka bara y = —1 ger en l6sning: = = 0 (y = 1/2 ger att 22 < 0). Vara
stationéra punkter blir alltsa

(0,0) (0,1) (0,—1).

For att testa karaktéren for f i dessa punkter behéver vi derivera igen:

fo :demQ_y2 (1+5x2+y+2x4+2x2y),
foy = — 2w Y (-1—2% =2y +2y° +22%° +2¢°),

fr=2e" 7 (1= 322y — 5y° +2¢%2% + 2¢4).
Lat Q(h,k) = [h, k]H (a,b)h, k]T, dér H(a,b) dr Hessianen i (a,b). I vara punkter far vi:

H(0,0) = [ 8 g } H(0,1) = {460_1 _4(;,1 ] H(0,~1) = [ 8 _4(;,1 ]

Ur detta kan vi enbart utldsa att (0,1) dr en sadelpunkt (@ &r indefinit). I punkterna (0,0)
och (0,—1) &r @ positivt respektive negativt semidefinit. Noggrannare undersokning krévs for
att utreda karaktér.

Storsta och minsta virde existerar i omradet da funktionen ar kontinuerlig och triangeln kom-
pakt. Inre stationiira punkter &r bara (0,1). Méjlig kandidat f(0,1) = e~!. Randen bestar av
tre delar:

e y=2x,0<z<2 Lit g(x) = f(x,x) = 2> + 2% DA far vi ¢/(z) # 0 for 0 < x < 2, dvs vi
far ingen kandidat.

o y=-—x, -2<x<0:g()=f(z,—2) = —2%+ 2% Vi far ¢/(z) # 0 for -2 < x <0, s& vi
far ingen kandidat.

o 2< <2 y=2 Lat g(z) = f(2,2) = (222 + 4)e” 4. Da far vi ¢/(z) = 0 omm z = 0,
dvs vi far en kandidat f(0,2) = 4e™4.

e Hornpunkterna ger ytterligare tre kandidater: f(0,0) =0, f(—2,2) = 12 och f(2,2) = 12.

Svar: (a) Stationédra punkter &r (0,0) och (0,+£1). I punkten (0,1) har f en sadelpunkt, medan
de andra punkterna dr semidefinita.
(b) Storsta vérdet pa triangeln &r f(£2,2) = 12 och minsta virdet &r f(0,0) = 0.

6. Paraboloiden och planet 2x + 2y + z = 4 skir varandra precis dér
(x—1P4+yP=4-20-2y & 22+@y+1)2=4

Projektionen av omradet i zy-planet blir alltsd D = {(x,y) € R? : 22 + (y + 1)? < 4}. Volymen

kan da beskrivas med
4-2(z+y)
V= / / / 1dz dzdy
(x—1)2+y?

://D((az—l) +y® —4+2(z +y))dady

— //[)(4—:62 — (y + 1)) dzdy.



Byte till polédra koordinater (med centrum i (0, —1), dvs = rcosf och y = —1 +rsinf) ger nu

att

27
/ / —r? ) drdf = 8.

Svar: 87 volym enheter.

7. (a)

Eftersom
: 2 2
T et
(zy)—(0,0) z°+yY

sa maste f(0,0) = 1 for att f skall vara kontinuerlig.

Vi visar att f € C!, vilket implicerar att f ér differentierbar. Utanfor origo ér detta enkelt
uppfyllt (varfor?). I origo ser vi att, t. ex.,

, . f(h0)—=f(0,0) . R7Zsinh?—1 1+ O0(h*)—1
F2(0,0) = Jim TR = o T = i
= };mOO(h?’) 0,

och att gransvirdet for f.(x,y) da (x,y) — (0,0) stdimmer dverens med detta:

(22 + y?) cos(z? + y?)2x — 2z sin(2? + 3?)
@2+ y2)?

r?(1+0(r")) — (r* + 0(r%))
A

=220(r?) —» 0, dar=+/22+y2—0.

Alltsa &r f. kontinuerlig i origo. Pa samma sétt kan man visa att dven f?’J har denna
egenskap. Salunda tillhor f klassen C1.

Lat g(r) = sin(r)/r, r # 0, och g(0) = 1. Eftersom f(x,y) = g(2%+%?) kan vi utlisa mycket
ur den enklare envariabelfunktionen. Fér r néra 0 ser vi att

falz,y) =

=2z

r— r3/3! + O(r5)

" :1—r2(1/6+0(r2)),

g(r) =

s& g har ett maximum fér r = 0. Om r # 0 sa blir ¢’(r) = r=2(r cosr — sinr). Derivatan
blir alltsa noll precis da sin(r)/r = cosr, d.v.s. da funktionerna g(r) och cos(r), r > 0, skéir
varandra.

Svar:

(a)
(b)
()

£(0,0) =o.
Se 16sning.
f har extrempunkter pa cirklar med radie given av l6sningar till ekvationen sin(r)/r = cosr.

Varannan maximum och varannan minimum, dér vi borjar med ett maximum i origo (cirkeln
med radie 0).



