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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For losningsskisser, se kurshemsidan www.mai.liu.se/~jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens

slut
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. Lycka till!
Beriikna integralen // rydrdy, dir D = {(z,y) e R? 12?2 +¢y2 <1, 2 >0, y > 0}. (3p)
D
Los foljande problem. Motivera noggrant. (14+1+1p)

(a) Undersok griansvirdet

.’E2y

lim ——.
(2)—(00) 7% + y?
(b) Undersok gransvirdet
2 _ .2
tim =)
(z.y)—(0,0) T+ Y

(c) Visa att f(x,y) = xy/(z% + y?), (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0, &r partiellt deriverbar i origo.

. Hitta och klassificera alla lokala extrempunkter for f(x,y) = 2%y + 2zy + y3/3. (3p)

Finn en C'-16sning f(z,y, 2) till systemet
fr =2y + 2z + " sin(yz),

f; = 22 + ze” cos(yz),

Il =+ ye® cos(yz),

som uppfyller f(1,0,0) = €. (3p)
. Bestdm konstanten D sa att planet 2z 4 4y + z = D tangerar ytan z = 22 — 3y? i ndgon punkt.
(3p)

. Beriikna volymen av omradet som begréinsas av z = 0, 2z + y + 2z = 4 och max{|z|, [y|} < 1.
(3p)
(a) Formulera implicita funktionssatsen i tva variabler. (1p)

(b) Visa att nivakurvan F(x,y) = 3z%y — y3 = —1 definierar en C%-funktion y = f(z) i en
omgivning av (0, 1). (2p)
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1. Med polira koordinater transformeras omradet till 0 <r <1 och 0 <6 < x/2. Vi far

w/2 rl 1
// 903/d95dy=/ / r3sin@cosfdrdd = - = —.
D 0 0 8

2. (a) Byte till poldra koordinater ger att grénsvirdet kan skrivas som

Svar: 1/8.

3 .20
. r°cos“fsinf . .
lim — = lim rcos?@sinf =0
r—0t+ r r—0+

for alla 6. Alltsa blir grénsvérdet 0.

(a) Eftersom cos(z? —y?) — 1 da (z,y) — (0,0), och nimnaren gar mot noll, sa existerar inte
gransvirdet (&ndligt).
(b) Direkt ifran definitionen av partiell deriverbarhet har vi
f(0+h,0)—f(0,0) . 0

/ T . Y
1:(0,0) = limy h = pm g =0

ty f(z,0) = 0 for alla . Pa samma sétt dr f;(0,0) = 0. Funktionen &r dérfor partiellt
deriverbar i origo.

Svar: (a) 0. (b) Grénsvirde saknas. (c) Se ovan.
3. Gradienten blir
. 2zy + 2y
Vi = gt )

D4 vi séker stationsira punkter maste Vf = 0 i dessa (f € C!). Om f/ = 0 far vi tva mojligheter.
Omy =0 ger f, =0 att 2(z+2) =0,sd  =0,-2. Om 2 = —1 maste y? =1,s4y = +1. Vara
stationéra punkter blir alltsa

(070) (_270) (_171) (_17_1)
For att testa karaktéren for f i dessa punkter behover vi derivera igen:

vo=2y, [l =242, [l =2

Lat Q(h, k) = f1,(a,b)h* + 2f7, (a,b)hk + f, (a,b)k*. T véra punkter far vi:
0,0) : (h,k) = 4hk indefinit, sadelpunkt;

(h,k) = —4hk indefinit, sadelpunkt;

(h,k) = 2h% + 2k? = 2(h%? + k?) positivt definit, lokal minpunkt;
(h,k) = —2h? — 2k? = —2(h? + k?) negativt definit, lokal maxpunkt.

= O
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Svar: Se ovan.

4. Den sista ekvationen implicerar att

f(z,y,2) = xz + " sin(yz) + g(z, y),

diir g € C! #r godtycklig. Alltsa blir

fol@,y,2) = z + " sin(yz) + g, (2, y)-



Jamnforelse med den forsta ekvationen i uppgiften visar att ¢’.(z,y) = 2zy, sa g(z, y) = 2>y+h(y)
for en godtycklig funktion h € C'. Vi har nu att

f(z,y,2) = xz + e®sin(yz) + 22y + h(y),

sa

fo(x,y, z) = ze® cos(yz) + 2%+ 1 (y).
Jamnforelse med f; given i uppgiften visar att h'(y) = 0, sa h(y) = C, dér C ar en godtycklig
konstant. Alltsa ar

f(z,y,2) = xz + e®sin(yz) + 2y + C.
Eftersom f(1,0,0) = C s& maste C = e
Svar: f(z,y,z) = xz + € sin(yz) + 2%y + €°.

5. Om punkten (a, b, ¢) ir tangeringspunkten mellan plan och yta sa maste planets normal, ( 2 4 1 )7,
vara parallell med ytans gradient, ( 2a —6b —1 )7T:

—2a 2
6b =Xl 4 ], A #£ 0.
1 1

Vi ser att A = —1, vilket ger att b = 2/3 och a = —1. Eftersom (a,b, c) ligger pa ytan kan vi
beriikna ¢ = a? — 3b* = —1/3. Sitter vi in punkten i planets ekvation far vi

D=2a+4b+c=1/3.

Svar: D =1/3.

6. Objektet #ir en kvadratisk ”cylinder” skuren av tva plan. Vi later D C R? ges av de punkter
som uppfyller max{|z|, [y|} < %. Volymen ges av

472x7y 1/2 1/2
V:/// dzda:dy:/ / (4—2x—y)dmdy:--.:4_
b0 -1/2J-1/2

Svar: 4 volymenheter.

7. (a) Se boken (s. 148).

(b) Vihar F}(z,y) = 6zy och F)(x,y) = 32® —3y>. I punkten (0,1) &r F}(0,1) = =3 # 0. D4 F
ir en C'-funktion och punkten (0, 1) ligger pa nivakurvan, s& definierar F(x,7y) = —1 lokalt
en C'-funktion y = f(z) enligt implicita funktionssatsen. Derivatan av f ges av uttrycket

oy - FL @) 26
PO = "R sw) ~ T -

For att visa att f &r en C?-funktion s& deriverar vi uttrycket ovan implicit:

(f(2)? = a?)2f'(z) — (2f (@) ['(z) — 22)2f ()
(f(2)? —2?) '

Eftersom f(x)? # 2? i en omgivning av x = 0 (£,(0,1) # 0) och f'(x) &r kontinuerlig (f &r
en C'-funktion) sa ser vi att f” &r definierad och kontinuerlig i en omgivning av = 0.

f'(@) =

Svar: Se ovan.



