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Berikna arean av ellipsen (1/2)x? + 2y% < 1. (3p)

. L&t f(z,y) =22+ 3y — (x +1)3 och P = (—1,1). Antag att vi star i punkten P. Hur snabbt

vixer eller avtar f(z,y) i riktningen v = (1 —1)7? For vilka riktningar v = (a b)” (med |v| = 1)
véxer f(x,y) initialt? (3p)

. Finn och klassificera alla stationira punkter till f(z,y) = (2% + zy)e? . (3p)

Finn alla C'-16sningar f(x,y) till ekvationen

2fr + [y =3z —y.

Tips: gor ett linjart variabelbyte, t ex w = 2x +y och v = x — 2y. (3p)

. Hitta alla tangentplan till ytan 22 = 18 — 22 — y? som é#r ortogonala mot vektorn (1 0 1) och

som innehaller punkten (—2,6, —4). (3p)

. Hitta det stérsta och minsta viirdet for funktionen f(z,y) = (22 + acy)ey*’”2 pa omradet som

begriinsas av linjerna x = —1/2 och y = 1 —  samt kurvan y = 2% — 1. (3p)
(a) Visa att om f(x,y) ar differentierbar i en punkt (a,b) sa &r f &ven kontinuerlig i denna
punkt. (1p)

(b) Ge ett exempel pa en partiellt deriverbar funktion som inte &r kontinuerlig (och bevisa att
ditt exempel har dessa egenskaper). (2p)
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1. Ett byte till elliptiska koordinater, z = v/2rcosf och y = (r/v/2)sin6, ger omradet beskrivet
av 0 <7 <1och0 <6< 2 (gor ett linjirt byte forst, t ex v/2u = = och (v/v/2) = y, foljt av
ett byte till poldra koordinater om det &r svart att se vad som hénder). Jacobianen kan enkelt

berdknas till \/ir/ﬂ =r. Vi far

1 rom 1
/ / rd@dr:27r/ rdr =m.
0o Jo 0

Observera att vi inte direkt kan byta till poldra koordinater da radien i sa fall inte blir konstant.
For givet 6 sa ges begriansningen pa radien av uttrycket 1/2/(1 + 3sin? ). Detta ger en jobbig
integral att 16sa. Sjélvklart gar det ocksa att rikna ut integralen som i envariabelanalysen:

V2
1\/2*1‘2*(*%\/2*$2)de'--:7'['.

—/32
2. Viser att f ar O, sa f/(—1,1) = Vf(—1,1) - v. Vi beriiknar

Vf:<2_3(§+1)2>,

() (1) -A

Om v = (ab)?, dir |v| = 1, s& far vi f/(—1,1) = 2a + 3b. Séledes blir f/(—1,1) positiv om och
endast om a > —3b/2.

Svar: 7 area-enheter.

och far i punkten P att

Svar: I riktningen (1 — 1)7 avtar funktionen med hastigheten v/2/2 enheter per lingdenhet.
Funktionen vixer i alla riktningar (a b)? dir a > 3b/2 (a® + b = 1).

3. Direkt derivering ger:

=2(1 — 5% — 3zy + 22* + 223y)e¥™ &
=(1—-222 42z +y—22° -2z y)ey_x

Vi léser ekvationerna f; = 0 och f; = 0 fér att hitta stationdra punkter. Om f; = 0 sa &r
endera z = 0 eller y = —1 — x. Tva fall alltsd. Om = = 0 sa maste d&ven y = 0. Om y = —1 — x,
sa far vi

202 +x—-1=0 & x=—lellerz=1/2
Vara punkter: (0,0), (—1,0) och (1/2,-3/2).
I(0,0) far vi Q(h, k) = 2h? + 2hk = 2h(h + k), vilket visar att Q &r indefinit och punkten (0,0)
dr varken max- eller minpunkt.
I (—1,0) far vi Q(h, k) = (—4h? — 2hk — k?)e !t = —de Y ((h + k/4)? + 3k%/16) s Q &r negativt
definit. Punkten (—1,0) &r alltsa en maxpunkt.
1(1/2,-3/2): Q(h,k) = (e~ /*/2)(Th? +2hk +k>) = 7(e~7/*/2)((h+ k/7)% +6k? /49), sa positivt
definit. Punkten (—1,0) &r alltsa en minpunkt.

Svar: Tre stationéra punkter: (0,0) som dr indefinit, (—1,0) som &r en maxpunkt och (1/2, —3/2)
som &r en minpunkt.



4. Kedjeregeln ger att f; = fruy, + f, + vy, = 2f, + f, och fy = fuuy, + fiv, = f,, — 2f,. Det visar

sig ocksa att vi kan skriva 3x —y = u + v (invertera koordinatbytet). Var ekvation reduceras till

202fn 4 f'v) + (fy —2f,) = 5f,, = u+w.

Integrering medfor att f(u,v) = (1/5)(u?/2 + wv) + g(v), dir g € C! #r godtycklig. Vi byter
tillbaks till de gamla koordinaterna, och far svaret nedan.

Svar: (422 — zy — 3y%/2)/5 + g(z — 2y), dir g € C! #r en godtycklig funktion.

. Ytan i fraga ir sfiren F(z,y,z) = 2 +y? + 22 = 18. I en punkt (a,b, c) pa ytan ges gradienten
av VF(a,b,c) = 2(a b c)’. Ett tangentplan i punkten (a, b, ¢) maste ha en normal som r parallell
med VF(a,b,c), s om planen vi séker har normalvektorer som #ven #r parallella med (1 0 1)
sa maste

a 1
21 b =Xl O
1

for nagot A € R. Om vi l6ser systemet far via = A/2, b = 0 och ¢ = A/2. Da &ven F(a,b,c) = 18
finner vi att A = +6. Vi far alltsa tva mojliga tangeringspunkter: p = (3,0, 3) och ¢ = (—3,0, —3).
Planen blir

T,: x+2=6 och T,: x+z=—6.

Endast T, innehaller punkten (—2,6, —4).

Svar: Det enda planet som uppfyller villkoren &r x + 2z = —6.

. Eftersom omradet #r kompakt och funktionen &r kontinuerlig sa vet vi att maximum och mini-
mum for funktionen existerar inom omradet. Vi kidnner dven igen funktionen fran uppgift 3, sa
vi vet att (0,0), (—1,0) och (1/2,—3/2) dr de enda stationira punkterna. Aterstar att se vilka
som ligger inom omradet vi studerar. Vi skissar upp omradet i figuren nedan.

Y

y=xv+1

Figur 1: Omradet i uppgift 6. Vi soker max och min pa det skuggade omradet.



7.

Randen till omradet bestar av tre segment:

(a) Linjen z = —1/2.
Lat p(y) = f(—1/2,y) = %(1 — 2y)e¥~1/4, Vilka y #r intressanta? Vi undersoker nér lin-
jen x = —1/2 skir y = 22 — 1 respektive y = 1 — x, och far fram att —3/4 < y < 3/2.
Vidare sa ir ¢/(y) = —3(1 + 2y)e¥~1/4, sa endast y = —1/2 ir av intresse.

(b) Linjen y =1 — z.
Lat p(z) = f(z,1 —x) = zel==%" For vilka 2? Linjen y = 1 — 2 skéir kurvan y = 22 — 1

punkterna z = 1 och z = —2. Men linjen x = —1/2 begriinsar ocksa, sa vihar —1/2 < z < 1.
Derivering ger ¢(z) = (1 —x —222)e! =% och om vi I6ser ¢/ () = 0 finner vi att = = 1/2
och z = —1 &r de enda l6sningarna. Endast x = 1/2 &r intressant.

(c) Kurvan y = 22 — 1.
Lat o(z) = f(x,22 — 1) = (22 + 2% — x)e™!, —1/2 < o < 1. Vi deriverar och far uttryc-
ket ¢'(x) = (322 + 2z — 1)e~ L. Nollstillen finner viiz = 1/3 ochiz = —1. Endast z = 1/3
ligger inom omradet.

Vi ser att endast (0,0) ifran de stationdra punkterna ligger inom omradet, och eftersom denna
punkt visade sig vara indefinit s kommer den ej att ge ett maximum eller minimun.

Hornen da? Ja, dom finns. Fler intressanta punkter: (1,0), (—1/2,—-3/4) samt (—1/2,3/2). Vi
sammanstéller:

P12, -1/2) = se ¥ fy21/2) = el
F0/3,-8/9) = — e, f,0)=et,
F(=1/2,-3/2) = 27, F(-1/2,3/2) = 3.

Mojligen behéver man fundera 6ver om (1/ 2)61/ 4 > ¢~ men detta inses ganska enkelt genom att
multiplicera bada sidor med e! och sedan uppskatta med (1/2)e!/4t! > (1/2)e! > (1/2)2 = 1.

Svar: Maximum #r (1/2)e’/* och minimum &r —(1/2)e%/%.

Observera att fragan &r tvetydigt stdlld. Man skulle kunna tédnka sig att det lika gérna &r
omradet till vinster om z = —1/2 i figur 1 som efterfragas. Eller kanske till och med hela
omradet mellan 22 — 1 och 1 — 2 (d v s bada bitarna).

(a) Om f &r differentierbar i (a,b), sa géller att

fla+ h1,b+ hy) — f(a,b) = Ahy 4+ Bha + o(y/h3 + h3)
da h? + h3 — 0, dir A och B ir reella konstanter. Det foljer direkt fran detta att
lim  f(z,) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

(b) Till exempel kan vi vilja

0, (x,y) = (070)7

som inte dr kontinuerlig i origo men partiellt deriverbar Gverallt. Att funktionen inte &r
kontinuerlig kan ses genom att lata y = ka: f(x, kx) = 2ka?/(2? + k%2?) = 2k/(1 + k?),
vilket beror pa k. Vi visar att f/(0,0) existerar:

lim = lim —— = 0.
z—0 xT z—0 T

f(x,y) = {ﬂ%f/ﬁ (z,y) # (0,0),

Pa samma sitt ser vi att f;(0,0) = 0.



