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. Beriikna [ [}, cos(z 4+ y) dedy om D &r triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (2,0).
2. Lat z(z,y) vara en funktion av tva variabler.

(a) Finn alla C'-16sningar till ekvationen 2/, = 0.

8> 8>

(b) Finn alla C'-l6sningar till ekvationen z/, = yz.

3. Lat f(z,y) = exp((a: —1)2y+y? —dy+ 1). Bestdm storsta och minsta virde pa den axelparallella
rektangeln med horn i (=2, —1) och (2,1).

4. Finn alla tangentlinjer till ellipsen 322 + 2xy + 3y? = 1 som gar genom punkten (1,0).

5. Lat D vara en enkel-kon (med z > 0) med spetsen i origo, radien 1 och hojden 3.

Berékna [[[,, zy/2% + 32 dzdydz.

6. Hitta alla C*-16sningar till 2/, + 2z}, + 2z, = 2 + y.

Z.

Tips: Byt koordinater, t =u+v och y =u — v.
7. (a) Lat funktionen f(x,y) vara definierad enligt
(z—y)?/(x+y), x#yochz#—y,

f(x7y): 17 x:y7
0, x=—-y#0.

Beriikna riktningsderivatan f; (0, 0) i riktningen %(1, 1).
(b) Visa att f/(a,b) = Vf(a,b)-vom f ir C! och v #r en vektor med lingd ett.
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1. Omradet kan beskadas i figuren nedan.

Y

Figur 1: Integrationsomradet i uppgift 1.

Vi delar upp integralen i tva delar kring linjen x = 1:

1 rx 2 pr2—x
// cos(x +y) dedy = / / cos(x + y) dydx + / / cos(z + y) dydx
D o Jo 1 Jo

(=14 cos2+ 2sin2).
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Svar: %(—1 + cos2 + 2sin 2).

2. (a) For att z,(x,y) = 0 sa maste z(z,y) vara konstant med avseende pa x. Alltsa maste z
uppfylla z(z,y) = g(y), dir g dr en godtycklig kontinuerligt deriverbar funktion.

(b) Om 2/ (z,y) = yz(z,y) sa anvinder vi samma ”trick” som i envariabelanalysen. Vi skriver
om som derivatan av en produkt:

0= ((a,y) - 2(a.y)) = 2

gl V) e e y) = g(y),

dér g ar en godtycklig kontinuerligt deriverbar funktion. Faktorn e™*¥ &r den sa kallade
integrerande faktorn. Salunda erhaller vi svaret z(z,y) = g(y)e™.

Svar: (a) z(z,y) = 9(y) (b) z(z,y) = g(y)e.
3. Lat p(z,y) = (x — 1)%y + y? — 4y + 1. Da kan vi skriva f(z,y) = exp(p(x,y)). Direkt derivering
ger:

fe(x,y) = 2(z — D)y exp(p(z,y))
Fo(@,y) = ((x — 1) + 2y — 4) exp(p(z, y))

Vi léser ekvationerna f; = 0 och f; = 0 for att hitta stationdra punkter. Om f; = 0 sa &r
endera x = 1 eller y = 0. Tva fall alltsa.

e Om z =1 sd maste y = 2.

e Om y = 0 sa maste (z — 1)? — 4 = 0, vilket ger att z = 3 eller x = —1.

Vara punkter: (—1,0), (3,0) och (1,2). Endast (—1,0) &r inom omradet vi betraktar.



Randpunkter:

e Lat x = 2. Vi har g(y) = f(2,y) = exp(y? — 3y + 1) for —1 <y < 1. Vi deriverar och soker
nollstéllen for derivatan:
g ()= Q2y—3exp(y®*—3y+1)=0 & y=3/2.

Punkten (2,3/2) &r utanfér omradet.
o Lat z = —2. Vi har
g(y) = f(=2,y) =exp(y® + 5y +1), -1<y<1,
gy =Qu+5expy’+5y+1)=0 & y=-5/2
Punkten (—2,—5/2) &r utanfor omradet.
e Lat y = 1. Vi har
g(z) = f(z,1) = exp((z = 1)* = 2), -2<w<2,
dx)=02z-2)exp((z—-1)>-2)=0 < z=1.
Punkten (1,1) &r av intresse.
e Lat y = —1. Vi har

g(x) = f(z,~1) = exp(—(z —1)* +6), -1<y<1,
d(x)=(2-2z)exp(—(z —1)>4+6)=0 < =1
Punkten (1,—1) &r av intresse.

Vi maste dven undersoka hornen. Vi sammanfattar intressanta funktionsviarden:

f(1,1) =e? f(_za 1)267 f(17_1) =’
FCo 1) =e? fLO)=c f@1)=c
f(27 _1) = 65

Svar: Stérsta virdet blir e’ och minsta virdet blir e 3.

4. 1 figuren nedan ser vi hur nivakurvan ser ut och vilka tangenter vi ar ute efter.

Y

Figur 2: De tva tangenterna till ellipsen som skéir punkten (1,0).

Vi soker alltsa punkterna pa nivakurvan F(z,y) = 322 + 22y + 3y? = 1 dir linjerna tangerar.
Kalla en sadan punkt for (a,b). Vi maste ha 3a + 2ab + 3b> = 1 da tangeringspunkten maste



ligga pa nivakurvan. Vidare sa maste normalen till nivakurvan vara ortogonal mot vektorn mellan
punkterna (a,b) och (1,0). Det vill siga,

0= VF(a,b) - << Z)—(é)) = 6a® + 2ab — 6a — 2b + 6b° + 2ab.

Om vi utnyttjar att F'(a,b) =1 sa erhaller vi
2(3a® +2ab+3b%) —2(3a+b) =0 < 3a+b=1.

Vi léser sedan F(a,1 —3a) = 1 och finner att 24a® — 16a + 2 = 0, vilket ger losningarna a = 1/2
och a = 1/6. Vara tangeringspunkter blir alltsa (1/2,—1/2) och (1/6,1/2). Fran detta foljer att
tangenternas ekvationer blir y = x — 1 och y = —(3/5)(z — 1).

Svar: Tangenterna ges av ekvationerna y = x — 1 och y = —3(x — 1)/5.

5. Omradet ges av en kon som &r symmetrisk kring z-axeln. En figur kan beskadas nedan.

z
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Figur 3: Integrationsomradet i uppgift 5.

Vi viljer att ha z-integralen ytterst och integrera 6ver nivaytor i konen. Nivaytorna D, &r helt
enkelt diskar som vi hojden z har radien z/3 (konen har héjden 3 och radien 1, sa lutningen
maste bli 1/3). Radien &r alltsa en tredjedel av hdjden overallt i konen. Vi erhaller

///Dz\/mdxdydz:/ogz<//z\/amdxdy>dz

3 2r  pz/3
= / z/ / r2 drdf dz
0 0 0
o (3 61

4
= — 2 7dz = —.
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Svar: 67/5.

6. Kedjeregeln ger att 2, = zj,ul, + 2, + v}, = (1/2)(2, + z;) och 2z, = zjui + zv, = (1/2)(z), — 2,,).
Vi utnyttjar kedjeregeln igen och réknar fram att
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Ekvationen vi forsoker 16sa far da utseendet
]‘ 1!
1(42'%) =z +y = 2u,
vilket leder till att
3

2 =u+glv) &  z(u,v) = % + ug(v) + h(v),

dir g, h € C? ar godtyckliga funktioner. Vi byter tillbaka till de ursprungliga koordinaterna och
erhaller svaret nedan.

Svar: z(x,y) = (v +y)3/24 + (z + y)g(x —y) + h(z — y), diir g, h € C! #r godtyckliga.
Observera att konstanterna (1/2 1t ex u = (1/2)(x + y)) &r "inbakade” i de godtyckliga funk-
tionerna.

(a) Enligt definitionen av riktningsderivata har vi

fﬁ&m:g%f@+“m02wﬁ—fmﬂx

Da v = (1,1)/v/2 s& ér v; = wvg, och dirfor blir f(tvy,tve) = 1 for alla t. Vidare sa
ar f(0,0) =1 enligt definition. Alltsa,

/ o 1=1
fv(070)_%l_r)% t =0.

Observera att f ej dr partiellt deriverbar i origo (varfor?), vilket innebér att gradienten inte
existerar. Det gar alltsa inte att anvinda V f - v.

(b) Om f &dr differentierbar i (a,b), sa géller att
fla+tvr,b+tve) — f(a,b) = Atvy + Btva + o~/ (tv1)? + (tv2)?)

dat— 0, dir A= f;(a,b) och B = f,(a,b). Det foljer direkt fran detta att

o(t)

nme+“mb+”ﬂ‘f@”)=y%<ﬂmmwy+gmmmm+)

t—0 t

t
= Vf(a, b) v,

ty o(t)/t = 0dat — 0.



