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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For 1osningsskisser, se www.mai.liu.se/~ jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Berikna volymen av det begrinsade omradet mellan paraboloiden z = 2 +y? och planet z = 4.

2. Beriikna foljande gransvirden om de existerar. Motivera annars varfor grinsvirde saknas.
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3. Hitta alla tangentplan till nivaytan 22 +%%+ 2z = 3 som innehaller punkterna (1,0,5) och (2,0, 2).

4. Hitta maximum och minimum for f(x,y) = exp(y(z? — 1)) pa det begriinsade omradet mellan
eller pa kurvorna x = 32 och x = 4.

5. Visa att avbildningen F : R? — R? som definieras av
(u, v) = F (2, y) = (¢ cos y, e”siny)

har en Cl-invers kring punkten (u,v) = (0,1). Beriikna speciellt z7,(0,1), «.(0,1), 3.(0,1)
samt /(0,1). Finns det en global (som giller for hela R?) Cl-invers? Motivera ditt svar.
Tips: F(0,7/2) = (0,1).

6. Finn alla C2-1osningar z(z,y) till ekvationen

sin(yZ¥9)

r+y

1
Zyz + 22;/1/ + Z;/,y + " (Z;: + Z;) =
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i omradet diar x +y > 0 och y — x > 0. Tips: byt koordinater till u = \/r +y, v = \/r —y och
borja med att betrakta z,,.

7. Berskna [[[, x dzdydz dér D ges av 0 <z +y + 2z < 3 och 222 + y? + 22y — 22z + 22 < 4.
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1. Omradet kan beskadas i figuren nedan.

Figur 1: Integrationsomradet i uppgift 1.

Lat V vara omradet mellan ytorna, och D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 4} vara projektionen
i zy-planet. Genom iteration av volymsintegralen erhéller vi
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dar vi bytt till poldra koordinater i dubbelintegralen.

Svar: Volymen dr 87 volymenheter.

2. (a) Lat f(z,y) = sin(2?)/(2% + y?). Om vi later y = 0 erhaller vi f(z,0) = sin(x?)/x? som gar
mot ett da z — 0. Om vi istéllet sétter x = 0 sa far vi f(0,y) = 0, vilket gar mot noll
da y — 0. Gransviarde saknas alltsa.

(b) Vi har
1 1

_x2+y2:7’72_>0

sin(2?)

x2 4 y?
da r = /22 + y2 — oco. Saledes ir griansvirdet lika med noll.

(c) Vi gor ett variabelbyte, (¢,y) = (x — 1, y), och beridknar att

. z+y—1 . t+y ) U
hm —_— = hm —_——
(zy)—(1,0) In(x +y)  (ty)—(0,0) In(t +y + 1)

~ w0 In(1 + u)

tyu=t+y—0da (¢t,y) — (0,0).
Svar: (a) Grénsvérde saknas. (b) 0. (c) 1.
3. Normalen i punkten (a,b,c) till niviytan F(z,y,2) = 22 +y?> + 2z = 3 ges av VF(a,b,c).

Ett tangentplan till nivaytan som innehaller punkterna i uppgiften maste uppfylla féljande
ekvationer:

0=VF(a,b,c) - (a—1,b,c—5),
0=VF(a,b,c) - (a—2,b,c—2),
3=a>+b*+e

De tva forsta ekvationerna siger att gradienten maste vara ortogonal mot vektorerna mellan
tangeringspunkten och de punkterna som ér givna. Den tredje betyder att (a, b, ¢) faktiskt ligger



pa ytan. Vi skriver om lite och erhaller

a? —2a+b* =2,
a? —4a +b* = -1,
a’+b%+c=3.

Ekvation 1 minus ekvation 2 ger att a = 3/2, vilket leder till att b2 = 11/4. Vi finner alltsd
tangeringspunkterna P = (3/2,+£+/11/2,—2), och planens ekvationer ges av

VF(3/2,4V11/2,-2) - [ —2,9,2—2] =0 &  3z+VIly+z=38.

Svar: Tva plan existerar: 3z + 11y + 2z = 8.

. Omradet vi betraktar finns uppritat i Figur 2.
Yy

Figur 2: Omradet i uppgift 4.

Omradet dr kompakt och f dr kontinuerlig, s& maximum och minimum finns.

Vi borjar med att leta efter inre punkter som &r stationédra. Vi ser att

Vi(z,y) = (2xy 2?1 )exp(y(z®—1))=0

endast har 16sningarna (z,y) = (£1,0). Det dr bara (1,0) som ligger i omradet, och f(1,0) = 1.
P4 randkurvan z = y? underscker vi g(y) = f(y? y) = exp(y® —y) for —2 < y < 2. Vi
finner att ¢'(y) = (5y* — 1) exp(y® —y) = 0 omm y = £5~ /4 (reella 16sningar). Vi kan rikna
ut att g(£5"/4) = exp(F4 - 575/4). Pa randkurvan = = 4 har vi h(y) = f(4,y) = exp(15y)
for —2 <y < 2, sa h/(y) # 0. Vi maste ocksa ta med hornen: f(4,+2) = exp(£30).

Svar: Maximum é&r exp(30) och minimum &r exp(—30).

Anmérkning: att maximum och minimum maste intraffa precis i hérnen kan man enkelt se om
man tittar lite noggrannare pa f.

. Avbildningen som ges av F &r C'. Lat u(x,y) = e® cosy och v(x,y) = €*siny. Funktionalma-
trisen ges da av

F'(z y)za(u,v)_ uy(2,y)  uy(w,y) _ | €fcosy —ePsiny
’ 8(3:, y) v:/l: (.’I}, y) ’UZ// (.’E, y) e” sin Yy e” cos Y

Vi berdknar funktionaldeterminanten J(z,y) och finner att J(z,y) = exp(2x), sa J # 0 speciellt
for (z,y) = (0,7/2). Saledes existerar lokalt en C! invers till F' kring punkten (u,v) = (0,1)



(ty F(0,7/2) = (0,1)) enligt inversa funktionssatsen. Derivatan fér den inversa avbildningen kan
fas ur sambandet

Fy01) = | 0D @ (0.1) ] _ [ Peos s —csing }‘1 _ [ 0 1 ] |

in & 0cog T _
e’'siny e’ cos; 1 0

Vi har alltsa 2/, = 0, =), = 1, y}, = —1 samt y,, = 0.

Eftersom, e.g., F'(0,7/2+ 2xw) = F(0,7/2) = (0,1), & F ej injektiv, sa en global invers kan inte
existera. Avbildningen F' har alltsa med andra ord ingen global invers (men kring varje punkt
gar det bra att hitta en lokal invers). Hur ser uttrycken for den inversa avbildningen ut? Forsok
16sa ut x och y som funktioner av u och v!

Svar: Se ovan. z), = 0, 2}, = 1, y/, = —1 samt y,, = 0. Se ovan.

. Viser att = (u? +v?)/2 och att v = (u? — v?)/2. Kedjeregeln ger att

r ror / /
Zy = 25Ty + 2y, = u(2y + 2y).

Vi deriverar igen, och finner att

0
Zyy = %(U(Z:Ix + Z;)) =2, + Z; +u(zgu + 231///3/ + Zgy)

=z, + 2y + (x + y) (Zhpu+ 22, + 2,,).

Alltsa kan vi skriva vénsterledet i den givna ekvation som 2z, /(z + y). Ekvationen &r alltsa

ekvivalent med
"
uu

2! = —sinu & z(u,v) = sinu + UE(U) +g(v),

dar ﬁ, v € C? #r godtyckliga funktioner. Vi byter tillbaka till de ursprungliga koordinaterna och
erhaller svaret nedan.

Svar: z(z,y) =sin\/z +y + zZ + yh(z —y) + g(x — y), dir g, h € C? 4r godtyckliga.

. For att kunna berékna integralen behover vi reda ut vad det dr for slags omrade. Vi borjar med
att kvadratkomplettera termerna:

2202 + y? + 2zy — 2wz + 22 = (x2+2xy+y2) + (:U2—21‘z+z2) =(z+y)?+ (x—2)>°
Vi gor ett variabelbyte i trippelintegralen: w = x4+ y, v = x — z och w = z +y + 2. En
enkel kontroll visar att detta byte #r inverterbart pa hela R? (kontrollera determinanten for
ekvationssystemet). Omradet ges da av olikheterna

0<w<3,
u? + 0% < 4.

Detta &ér en cylinder med w som symmetriaxel, hojden 3, botten i origo, samt radien 2. Funk-
tionaldeterminanten for bytet kan beridknas till

Vi byter dven till cylindriska koordinater (alternativt iterera integralen lings w axeln och byt
till poldra koordinater i dubbelintegralen): u = rcosf, v = rsinf och w = w. Funktionaldeter-

minanten blir
cosf —rsinf O

Jy=1| sinf@ rcosf O |=r
0 0 1



och grénserna ges av 0 < r < 2 samt 0 < 6 < 27. Integranden kan skrivas
r=w+v—u=w+r(sinf — cosh),

sa vi kan nu berdkna integralen:

3 2 271'
/// :z:da:dydz:/ / / w + 7(sin @ — cos 0))|JyJo| dfdrdw
o Jo Jo

3 2 271'
/ / wr + 1% (sin @ — cos 0)) dfdrdw
o Jo Jo

3 2 3
27r/ / wr drdw = 477/ wdw = 187.
0o Jo 0

Integralerna 6ver cos och sin ger bidraget noll eftersom vi integrerar 6ver en hel period.

Svar: 18m.



