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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For 1osningsskisser, se www.mai.liu.se/~ jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Lat D vara triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (1,1). Berékna integralen

// e~ e"/2 dxdy.
D

2. (a) Undersok grinsvirdet av x?y/(z? + 23 + y?) da (z,y) — (0,0).
(b) Lat f € C?. Antag att punkten (a,b, c) uppfyller att V f(a,b,c) = 0 och att

gac (CL, b7 C) ;/y(av b7 C) a/c,z ((l, ba C) 4 0 -2
vr(a,bc)  fo(a,be) fl(abc) | =] 0 4 0
;/:c (CL, b? C) !y(av b7 C) ;/z (a7 ba C) -2 0 4

Vad for slags extrempunkt dr (a, b, c)?

3. Hitta det storsta och minsta virdet for funktionen f(x,y) = exp(z(z — 2) + %?) pa halvdis-
ken { (z,y) e R*: 2 >0, 2 +y*> <4}.

4. Finn samtliga tangentplan till ytan 222 + 3y? + 22 = 15 som innehaller linjen

x 0 0
y | = -1]+t]| 2], t e R.
z 6 3

ot

(a) Lat f € C%. Uttryck zy(7,y) i de nya koordinaterna u = 2 +y? och v = 22 — 92

(b) Ange ett tillrickligt villkor for att fy) (v,y) = f,(2,y) for alla  och y.

6. Lat V vara det begriinsade omradet i R® som ges av snittet mellan méngderna 22 > 3(22 + y?)

och 22 < 4 — 22 — y2. Beriikna
/// (23 +2) dedydz.
\%4

7. Visa att 2 + 222y + y(y® + cosx) = 2 definierar en deriverbar funktion y = f(z) nira punk-
ten (0,1). Visa sedan att = 0 dr en lokal extrempunkt till f(x) och avgér om det rér sig om
ett minimum eller maximum.
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1. Vi stéller upp integralen enligt féljande:

1 pz 1 1
// /2 dzdy = / / e 7%/2 dydx = / ze~ /2 dp = {—€_I2/2] =1—e 12
D 0J0 0 0

Observera att vi inte kan borja med z-integralen innerst!

Svar: 1 — e~ 1/2,

(a) Vi byter till poldra koordinter, och finner att

$2y _ 7’3

cos? 0sin b cos? fsin

- 0, di r — 0,
224+ a34+9y2 r?2(1+rcosh) "Ttrcosd ar—

eftersom kvoten i hogerledet dr begrénsat av, e.g., 2, om r < 1/2.
(b) Den kvadratiska formen Q(h, k,[) blir

Q(h, k,1) = 4h* + 2(—2)hl + 4k* + 41?
= 4(h —1/2)% — 1> + 4k* + 41?
=4(h—1/2)? +4k> + 31> >0
med likhet omm h = k = [ = 0. Salunda &r @ positivt definit och punkten i fraga ett

minimum. Alternativt kan vi beridkna egenvirderna till matrisen (vilket ger 2,4,6), som
samtliga dr positiva, s matrisen ar mycket riktigt positivt definit.

Svar: (a) gransvardet blir 0. (b) Punkten &r ett (lokalt) minimum for f.
. Eftersom funktionen ar kontinuerlig och omradet dr kompakt sa vet vi att storsta och minsta
virde existerar. Aterstar att finna dessa. Direkt derivering ger:

Fi(@,y) = 2(z — 1) exp(a? — 20 + o)

fylw,y) = 2y exp(a® — 2z + )
Vi léser ekvationerna f.. = 0 och f; = 0 for att hitta stationéra punkter. Den enda punkten som
uppfyller bada ekvationerna &r (z,y) = (1,0), vilket &r en punkt inom omradet.
Randpunkter:

e Lat 2 = 0. Vi har g(y) = f(0,y) = exp(y?) for —2 < y < 2. Det &r uppenbart att g(y) har
maximum for y = +2 och minimum nér y = 0.

o Lat x = 2cosf och y = 2sinf for —n/2 < 6 < /2. Vi har g(0) = f(2cosf,2sinf) =
exp(4 — 2cos ). Eftersom 4 — 2 cos @ har maximum for # = £7/2 och minimum f6r 6 = 0,
har g(#) sitt max och min i samma punkter.

Vi har redan undersokt hoérnen ovan. Vi sammanfattar intressanta funktionsviarden:
f(1,0)=et f(0,£2)=¢* f(0,0)=1

Svar: Storsta virdet blir e* och minsta virdet blir e 1.

. L&t F(z,y, z) = 222 + 3y? + 22. Ytan vi soker tangentplan till éir alltsi nivaytan F(z,y,z) = 15.
Lat (a,b,c) vara en punkt pa ytan, dvs F'(a,b,c) = 15. Tangentplanet i denna punkt har en
normal som #r parallell med VF(a,b,c). For att hela linjen skall ligga i planet krivs tva saker:

(i) Linjens riktningsvektor maste vara ortogonal mot planets normal.



(ii) Vektorn mellan en punkt pa linjen och tangeringspunkten (a, b, ¢) maste ocksa vara orto-
gonal mot normalen.

Gradienten blir VF(a,b,c) = 2[2a, 3b, ¢]’. Vi far dirmed ekvationerna

F(a,b,c) =15,
VF(a,b,c)-[0, 2, 317 =0,
VF(G,, b, C) ’ (<a7b7 C) - (0’ _1’6)) =0.

Fran den andra erhaller vi att ¢ = —2b. Den tredje implicerar att
4a® +6b(b+1)+2c(c—6) =0 <& 2F(a,b,c)+6b— 12c =0,
vilket ger 15 = 6¢ — 3b. Vi far alltsd ¢ = 2 och b = —1. Vi séitter in detta i den forsta ekvationen

ovan och ser att 2a? = 8, eller a = +2.

Ekvationerna for de plan vi soker kan da skrivas +4x — 3y + 2z = D, dér konstanten D kan
bestdmmas genom att séitta in, t ex, punkten (0, —1,6) (som ligger i planet): D = 0+3+412 = 15.

Svar: Tangentplanen ges av ekvationerna £4x — 3y + 2z = 15.

3 = 3 ! !, !,/ ! !0
5. (a) Vi anviéinder kedjereglerna f; = fiu, + fyv, och 2z = zjuy + z,vy;:

0
= 7 (fi2z + fi2x) =2z (f1.2y + [ (—=2y) + f,2y + fon (—2y)) = 4y (fi, — [1b)

dér vi anvint produktregeln och z = f] respektive z = f/. Vi maste ersitta faktorn zy
med u och v, s& vi léser ut och finner att 22 = (u 4+ v)/2 och 3? = (u — v)/2, sa

=2V = 0% (fi = fn) -

(b) Det "naturliga” kravet dr att funktionen f tillhér klassen C2. Andra tillrickliga krav skulle
till exempel kunna vara att f &r ett polynom, eller varfor inte att f &r lika med 0.

Svar: (a) fr, = 2vVu? —v2 (fu, — fo)- (b) se ovan.

6. Omradet 22 > 3(22 +y?) &r en dubbelkon, och 22 + y? + 22 < 4 #r ett klot. Integrationsomradet
4r alltsa en dubbel ”glasstrut.” Om vi tittar pa konen ser vi att om y = 0 far vi z = v/3|x| som
avgriansning i zz-planet. Lutningen pa konen #r alltsa v/3. Vi byter till rymdpolira koordinater
och finner att omradet V kan beskrivas av

0 <6 <m/2— arctan(V/3) = 7 /6,

0<r<2, 0 < ¢ <2m,
{W/2+arctan(\/§) =51/6 <0 <m,

dér 0 ar vinkeln mot z-axeln. Eftersom omradet &r symmetrisk med avseende pa xy-planet sa
kommer integralen 6ver 22 att ge noll som slutresultat. Vi erhaller alltsa, efter att ha nyttjat
samma symmetri en gang till,

2 2 w6 -
/// (23 + 2) dzxdydz = 2/ / / 2r? sin 6 dOdpdr = %ﬂ'(l — \/3/2) _ 3277(23\/‘3’)
v o Jo Jo

7. Lat F(x,y) = % + 22%y% + y* + ycosz. Klart att F € C!, och vi kan enkelt rikna ut att

F!(z,y) = 423 + 4ay?® — ysinz,
Fy(z,y) = 4z%y + 49 + cos x.



I punkten (0,1) & F;(0,1) = 0 och F}(0,1) = 5. Tmplicita funktionssatsen ger att det existerar
en funktion f € C! sa att F(z, f(z) = 2 i en omgivning av (0,1). Vidare far vi att

F3(0,1)

@ =55 =0

sa f har en extrempunkt i origo. For att klassificera x = 0 riknar vi ut ett uttryck for f”(z)
som géller néra x = 0:

y d (42® +daf(x)? — f(x)sinz
fia) = - dx ( 422 f(x) + 4f(x)3 + cosx >
8z f(x) +4z2f'(z) + 12f (2)%f'(z) — sinz) (42 + 4w f(x)? — f(z)sinz)
(422 f(z) + 4f ()3 + cos x)?
(422 f () + 4f(z) + cosx)(122% + 4f () + 8z f(z) f'(z) — f(z) cosz — f'(x)sinx)
(422 f(z) + 4f(x)3 + cos x)? ’

och med z =0, f(0) =1 och f/(0) = 0 reducerar detta till f”(0) = —15/25 = —3/5, sa det ror
sig alltsa om ett lokalt maximum!



