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1. L̊at D vara omr̊adet i första kvadranten där 1 ≤ x ≤ e och 0 ≤ y ≤ lnx. Beräkna integralen∫ ∫
D
xey dxdy.

2. Undersök om följande gränsvärden existerar, och beräkna gränsvärdet i de fall det är möjligt.

(a) lim
(x,y)→(0,0)

y2 ln(x2 + y2) (b) lim
(x,y)→(0,0)

|x− y| (c) lim
(x,y)→(1,1)

x3 − y3 − xy(x− y)
x− y

3. Finn och klassificera alla stationära punkter för funktionen f(x, y) = x4 + y4 − 4xy+ 1. Bestäm
även globalt maximum om det existerar. Motivera annars varför maximum saknas.

4. Visa att ytorna 3x2 + 2y2 + z2 = 9 och x2 + y2 + z2− 8x− 6y− 8z+ 24 = 0 tangerar varandra i
punkten (1, 1, 2), dvs att de har ett gemensamt tangentplan i denna punkt.

5. Hitta den C1-lösning till ekvationen

yz′x + xz′y = 2xy(x2 + y2)ex
2−y2 , x > 0, y > 0,

som uppfyller z(x, x/2) = x4 exp(3x2/4) för x > 0.
Tips: byt koordinater till u = x2 + y2 och v = x2 − y2.

6. L̊at V vara det begränsade omr̊adet i R3 som ges av snittet mellan mängderna definierade
av z2 ≥ x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1 och 0 ≤ z ≤ 2. Beräkna∫ ∫ ∫

V
(x+ y + z) dxdydz.

7. L̊at F (x, y) vara av klass C1 och ha egenskapen att ∇F (a, b) 6= 0 (allts̊a minst en av F ′x(a, b)
och F ′y(a, b) är skild fr̊an noll). L̊at Γ vara kurvan som ges av ekvationen F (x, y) = 2. Vidare
l̊ater vi F (a, b) = 2.

(a) Visa att nära punkten (a, b) finns en parametrisering av kurvan Γ.

(b) Visa att tangentvektorn i punkten (a, b) till kurvan Γ är vinkelrät mot ∇F (a, b).
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1. Vi itererar dubbelintegralen och beräknar∫ ∫
D
xey dxdy =

∫ e

1

∫ lnx

0
xey dydx =

∫ e

1
x
(
elnx − 1

)
dx =

[
x3

3
− x2

2

]e
1

=
e3 − 1

3
− e2 − 1

2
.

2. (a) Vi byter till polära koordinter, och finner att

y2 ln(x2 + y2) = r2 sin2 θ ln(r2) = 2 sin2 θ r2 ln r → 0, d̊a r → 0,

eftersom rα ln r → 0 för α > 0.

(b) Eftersom f(x, y) = |x− y| är kontinuerlig i b̊ada argumenten följer att gränsvärdet blir

lim
(x,y)→(0,0)

|x− y| = |0− 0| = 0.

(c) Vi faktoriserar täljaren, och ser att

x3 − y3 − xy(x− y)
x− y

=
(x2 + y2)(x− y)

x− y
= x2 + y2 → 1 + 1 = 2, d̊a (x, y)→ (1, 1).

Svar: (a) gränsvärdet blir 0. (b) gränsvärdet blir 0. (c) gränsvärdet blir 2.

3. Funktionen i fr̊aga är kontinuerligt deriverbar, s̊a alla extrempunkter m̊aste ha ∇f = 0. Vi
beräknar gradienten och söker efter stationära punkter:

∇f = (4x3 − 4y, 4y3 − 4x) = 0 ⇔

{
x3 = y

y3 = x

Fr̊an detta följer att y9 = y, eller ekvivalent, att y(y8−1) = 0. Vi f̊ar allts̊a y = 0 som en tänkbar
lösning, vilket ger x = 0. Den andra faktorn har endast tv̊a reella lösningar (varför?): y = ±1. Vi
finner allts̊a tre stycken stationära punkter: (0, 0), (1, 1), (−1,−1). Vi behöver andraderivatorer
för att bestämma punkternas karaktär. L̊at

H(a, b) =
(
f ′′xx(a, b) f ′′xy(a, b)
f ′′yx(a, b) f ′′yy(a, b)

)
=
(

12a2 −4
−4 12b2

)
.

Matrisen H(0, 0) har egenvärdena ±4, s̊a punkten (0, 0) är indefinit. I punkten (1, 1) f̊ar matri-
sen H(1, 1) egenvärderna 8 och 16, b̊ada positiva, s̊a punkten är positivt definit. Dvs (1, 1) är
en minpunkt. För punkten (−1,−1) f̊ar matrisen H(−1,−1) samma egenvärden som H(1, 1), s̊a
även detta är en minpunkt.

Funktionen saknar globalt maximum. Vi kan se det genom att, t ex, betrakta vad som händer
längs linjen y = 0 (x-axeln). Vi ser att f(x, 0) = x4 + 1 → ∞ d̊a x → ∞. N̊agot största värde
kan vi allts̊a inte hitta.

Svar: Tre stationära punkter finns. En sadelpunkt i (0, 0) och tv̊a lokala minpunkter i (1, 1)
och (−1,−1). Globalt maximum saknas.

4. För att visa att ytorna tangerar varandra i punkten (1, 1, 2) m̊aste vi visa att de har ett ge-
mensamt tangentplan i denna punkt. Detta innebär att punkten m̊aste ligga p̊a b̊ada ytorna,
och gradienterna av de b̊ada uttrycken m̊aste vara parallella. Att dessa villkor är tillräckliga kan
ses fr̊an det faktum att gradienterna ger tangentplanens normaler, och om de tv̊a ytorna skall
ha samma tangentplan i punkten m̊aste dessa vektorer vara parallella. Att sedan planen har
en gemensam punkt (allts̊a tangeringspunkten (1, 1, 2)) ser sedan till att det m̊aste röra sig om
samma tangentplan i de b̊ada fallen.



Vi l̊ater F (x, y, z) = 3x2 +2y2 +z2 och G(x, y, z) = x2 +y2 +z2−8x−6y−8z+24 och beräknar:

∇F (x, y, z) = (6x, 4y, 2z) och ∇G(x, y, z) = (2x− 8, 2y − 6, 2z − 8).

Eftersom F (1, 1, 2) = 9 och G(1, 1, 2) = 0 s̊a skär åtminstone ytorna varandra i den punkten. Vi
undersöker gradienterna:

∇F (1, 1, 2) = (6, 4, 4) och ∇G(1, 1, 2) = (−6,−4,−4).

Vi ser tydligt att dessa vektorer är parallella.

Svar: Se ovan.

5. Kedjeregeln ger z′x = z′uu
′
x + z′vv

′
x = 2x(z′u + z′v) och z′y = z′uu

′
y + z′vv

′
y = 2y(z′u − z′v). Vi sätter

in detta i ekvationen och erh̊aller

2yx(z′u + z′v) + 2xy(z′u − z′v) = 2xy(x2 + y2)ex
2−y2 .

Eftersom x > 0 och y > 0 kan vi förkorta bort faktorn xy utan problem. Vi ersätter även övriga x
och y med motsvarande uttryck i de nya koordinaterna. Ekvationen reduceras nu till

2z′u = uev ⇔ z(u, v) =
u2

4
ev + g(v), g ∈ C1,

s̊a

z(x, y) =
(x2 + y2)2

4
ex

2−y2 + g(x2 − y2), x > 0, y > 0. (∗)

Villkoret p̊a z(x, x/2) ger nu att

x4e3x
2/4 =

1
4

(
5x2

4

)2

e3x
2/4 + g(3x2/4),

s̊a

g(3x2/4) = x4

(
1− 1

4
25
16

)
e3x

2/4.

Funktionen g(t) blir allts̊a, med t = 3x2/4,

g(t) =
16
9
t2

39
64
et =

13
12
t2et, t > 0.

Vi sätter in detta i Ekvation (∗) och erh̊aller

z(x, y) =
(x2 + y2)2

4
ex

2−y2 +
13
12

(x2 − y2)2ex
2−y2 .

Svar: z(x, y) = (x2+y2)2

4 ex
2−y2 + 13

12(x2 − y2)2ex
2−y2 , x > 0, y > 0.

6. Omr̊adet z2 ≥ x2 + y2 är en dubbelkon med lutning 1 och spetsen i origo. Omr̊adet x2 + y2 ≤ 1
en cylinder med radie 1 och z-axeln som symmetriaxel. Det är klart att de tv̊a volymerna skär
varandra vid z = 1 (och z = −1 för den delen). När 0 ≤ z ≤ 1 s̊a är konen innesluten i cylindern,
och för 1 ≤ z ≤ 2 s̊a befinner sig cylindern inne i konen. Om vi skall integrera över snittet mellan
dessa tv̊a omr̊aden, och med 0 ≤ z ≤ 2, s̊a f̊ar vi allts̊a tv̊a olika delar naturligt.

Vi ställer upp integralen enligt följande:∫ ∫ ∫
V

(x+ y + z) dxdydz =
∫ 1

0

∫ ∫
Dz

(x+ y + z) dxdy dz +
∫ 2

1

∫ ∫
x2+y2≤1

(x+ y + z) dxdy dz



där Dz = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ z2}. Eftersom b̊ade Dz och omr̊adet x2+y2 ≤ 1 är symmetriska
kring z-axeln s̊a kommer integralerna av x och y att försvinna av symmetriskäl. Vi beräknar
integralerna m.a.p. z:∫ 1

0

∫ ∫
Dz

z dxdy dz =
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ z

0
rz drdθ dz = π

∫ 1

0
z3 dz =

π

4

och ∫ 2

1

∫ ∫
x2+y2≤z2

z dxdy dz =
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
rz drdθ dz = π

∫ 2

1
z dz =

3π
2
,

där vi utnyttjat polära koordinter. Svaret blir allts̊a∫ ∫ ∫
V

(x+ y + z) dxdydz =
7π
4
.

7. Om F ′x(a, b) 6= 0 finns en C1-funktion f s̊a att y = f(x) beskriver kurvan F (x, y) = 2 nära
punkten (a, b) (enligt implicita funktionssatsen). Vi d̊a parametrisera kurvan med, t ex, x = t
och y = f(t) för t nära a. Motsvarande argument kan användas om det är F ′y(a, b) som är skild
fr̊an noll. Vi har nu visat delen som efterfr̊agas i (a).

Vi väljer en C1-parametrisering (x, y) = (x(t), y(t)) av kurvan Γ nära (x, y) = (a, b) s̊a att{
x(t0) = a,

y(t0) = b.

En s̊adan parametrisering finns enligt (a). Eftersom F (x(t), y(t)) = 2 för t nära a (detta gäller
eftersom (x(t), y(t)) best̊ar av punkter p̊a kurvan), s̊a gäller att

0 =
d

dt

(
F (x(t), y(t))

)
= F ′x(x(t), y(t)) · x′(t) + F ′y(x(t), y(t)) · y′(t)

= (∇F )((x(t), y(t)) ·
(
x′(t)
y′(t)

)
,

där vi använt kedjeregeln i den andra likheten. Vektorn T (x(t), y(t)) = (x′(t), y′(t)) är inget
annat än tangentvektorn till Γ i punkten (x(t), y(t)) (om t är nära a). Speciellt f̊ar vi, om vi
sätter t = t0, följande sammband:

∇F (a, b) ·
(
x′(t0)
y′(t0)

)
= ∇F (a, b) · T (a, b) = 0.

Med andra ord är gradienten av F ortogonal mot tangentvektorn till kurvan Γ i punkten (a, b).

Svar: se ovan.


