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1. Lat D vara omradet i forsta kvadranten diar 1 < x < e och 0 < y < Inz. Berdkna integralen

// xe¥ dxdy.
D

2. Undersok om foljande gransvirden existerar, och berdkna griansvirdet i de fall det &r mojligt.
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3. Finn och klassificera alla stationira punkter fér funktionen f(z,y) = z* + y* — 42y + 1. Bestim
dven globalt maximum om det existerar. Motivera annars varfér maximum saknas.

4. Visa att ytorna 3z% + 2y + 22 = 9 och 2% + 9% + 22 — 82 — 6y — 8z + 24 = 0 tangerar varandra i
punkten (1,1,2), dvs att de har ett gemensamt tangentplan i denna punkt.

5. Hitta den C'-16sning till ekvationen
Yz, + 12, = 2xy(x? + y2)6x2_y2, x>0, y>0,

som uppfyller z(z,z/2) = z*exp(322/4) for x > 0.
Tips: byt koordinater till u = x> 4+ y? och v = 2% — 3.

6. Lat V vara det begrinsade omradet i R3 som ges av snittet mellan méngderna definierade
av 22 > x2—|—y2, x2+y2 <1 och 0 < z < 2. Beridkna

///V(x—i-y—&-z)dxdydz.

7. Lat F(z,y) vara av klass C! och ha egenskapen att VF(a,b) # 0 (alltsd minst en av F.(a,b)
och Fy(a,b) ér skild fran noll). Lat T' vara kurvan som ges av ekvationen F(z,y) = 2. Vidare
later vi F(a,b) = 2.

(a) Visa att nédra punkten (a,b) finns en parametrisering av kurvan I'.

(b) Visa att tangentvektorn i punkten (a,b) till kurvan I" &r vinkelrat mot VF(a,b).
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1. Vi itererar dubbelintegralen och berdknar
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2. (a) Vi byter till poldra koordinter, och finner att

y? In(z? + y?) = r?sin? 0 In(r?) = 2sin?0r%Inr — 0, da r — 0,

eftersom r*Inr — 0 for a > 0.

(b) Eftersom f(x,y) = |z — y| &r kontinuerlig i bada argumenten foljer att grinsvérdet blir

lim r—y|l=10—-0]=0.
(ﬁy)_}(ovo)l yl=| |

(c) Vi faktoriserar téiljaren, och ser att
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Svar: (a) gransvéirdet blir 0. (b) griansvirdet blir 0. (c) gransvirdet blir 2.

3. Funktionen i fraga ar kontinuerligt deriverbar, sa alla extrempunkter méaste ha Vf = 0. Vi
beréknar gradienten och soker efter stationédra punkter:

3
xr =
V= (423 — 4y,4y> —42) =0 & {3 Y
y =z

Fran detta foljer att y? = y, eller ekvivalent, att y(y®—1) = 0. Vi far alltsa y = 0 som en téinkbar
16sning, vilket ger z = 0. Den andra faktorn har endast tva reella 16sningar (varfér?): y = +1. Vi
finner alltsa tre stycken stationdra punkter: (0,0),(1,1), (—1,—1). Vi behover andraderivatorer
for att bestimma punkternas karaktér. Lat
" (a,b)  fY (a,b) 12a> -4
— zx\% zy\“ —
H(a,b) < " (ab) £ (a,b) IRt

Matrisen H(0,0) har egenvérdena +4, sa punkten (0,0) &r indefinit. I punkten (1, 1) far matri-
sen H(1,1) egenvirderna 8 och 16, bada positiva, sa punkten &r positivt definit. Dvs (1,1) &r

en minpunkt. For punkten (—1, —1) far matrisen H(—1,—1) samma egenvérden som H(1,1), sa
dven detta dr en minpunkt.

Funktionen saknar globalt maximum. Vi kan se det genom att, t ex, betrakta vad som hénder
lings linjen y = 0 (x-axeln). Vi ser att f(z,0) = 2* + 1 — oo da © — oco. Nagot storsta viirde
kan vi alltsa inte hitta.

Svar: Tre stationdra punkter finns. En sadelpunkt i (0,0) och tva lokala minpunkter i (1,1)
och (—1,—1). Globalt maximum saknas.

4. For att visa att ytorna tangerar varandra i punkten (1,1,2) maste vi visa att de har ett ge-
mensamt tangentplan i denna punkt. Detta innebér att punkten maste ligga pa bada ytorna,
och gradienterna av de bada uttrycken maste vara parallella. Att dessa villkor dr tillrdckliga kan
ses fran det faktum att gradienterna ger tangentplanens normaler, och om de tva ytorna skall
ha samma tangentplan i punkten maste dessa vektorer vara parallella. Att sedan planen har
en gemensam punkt (alltsa tangeringspunkten (1,1,2)) ser sedan till att det maste rora sig om
samma tangentplan i de bada fallen.



Vi later F(x,y, z) = 322 +2y% + 2% och G(z,y, 2) = 2% +y? + 22 — 81 — 6y — 82+ 24 och beriiknar:
VF(z,y,z) = (6z,4y,2z2) och VG(z,y,z) = (20 — 8,2y — 6,2z — 8).

Eftersom F'(1,1,2) =9 och G(1,1,2) = 0 sa skéir atminstone ytorna varandra i den punkten. Vi
undersoker gradienterna:

VF(1,1,2) = (6,4,4)  och  VG(1,1,2) = (—6,—4, —4).

Vi ser tydligt att dessa vektorer &r parallella.
Svar: Se ovan.

. Kedjeregeln ger z, = z,u, + z,v;, = 2x(z;, + z,,) och 2z, =

in detta i ekvationen och erhaller

2oy + 2,0y = 2y(2;, — z,). Vi sétter

ux(zl, + 20) + 2xy(zl, — 21) = 2xy(2® + y2)e""2_92,

Eftersom x > 0 och y > 0 kan vi forkorta bort faktorn xzy utan problem. Vi ersétter &ven 6vriga x
och y med motsvarande uttryck i de nya koordinaterna. Ekvationen reduceras nu till
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2 =ue’ & auv)= e +g0), gell,
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Villkoret pa z(x,z/2) ger nu att

4 3024 _ 1 pa?) 3x2/4 2
X e = 1 T e +g(3l’ /4),

sa
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274y = gt (1 222 G322/4
g(3z*/4) =x 116 e

Funktionen g(t) blir alltsa, med ¢t = 32%/4,

16,30, 13

=%t t>0.
o5 Tter >0

9(t)
Vi sétter in detta i Ekvation (%) och erhaller
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Svar: z(x,y) = %eﬁ_?ﬁ + %(372 — yQ)Qexg_yQ, x>0,y >0.

. Omradet 22 > 22 + 4? dr en dubbelkon med lutning 1 och spetsen i origo. Omradet 22 + 3% < 1
en cylinder med radie 1 och z-axeln som symmetriaxel. Det &r klart att de tva volymerna skéir
varandra vid z = 1 (och z = —1 {6r den delen). Nir 0 < z < 1 sa dr konen innesluten i cylindern,
och f6r 1 < z < 2 sa befinner sig cylindern inne i konen. Om vi skall integrera éver snittet mellan
dessa tva omraden, och med 0 < z < 2, sa far vi alltsa tva olika delar naturligt.

Vi stéiller upp integralen enligt foljande:
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dir D, = {(z,y) € R? : 22+y? < 2?}. Eftersom bade D, och omradet z2+y? < 1 &r symmetriska
kring z-axeln sa kommer integralerna av x och y att férsvinna av symmetriskél. Vi berdknar
integralerna m.a.p. z:
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dér vi utnyttjat polédra koordinter. Svaret blir alltsa
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. Om F!(a,b) # 0 finns en C'-funktion f s att y = f(x) beskriver kurvan F(z,y) = 2 nira
punkten (a,b) (enligt implicita funktionssatsen). Vi da parametrisera kurvan med, t ex, x =t
och y = f(t) for ¢t néra a. Motsvarande argument kan anviindas om det &r Fy(a,b) som é&r skild
fran noll. Vi har nu visat delen som efterfragas i (a).

och

Vi viljer en C'-parametrisering (x,y) = (z(t),y(t)) av kurvan I' nira (z,y) = (a,b) sa att

z(to) = a,

y(to) =b.
En sadan parametrisering finns enligt (a). Eftersom F(x(t),y(t)) = 2 for ¢ néra a (detta géller
eftersom (z(t),y(t)) bestar av punkter pa kurvan), sa géller att

d

0= —
dt

(F<w<t>, y<t>>) = Fl (). y(0)) - 2'(t) + FL(x(6), w() -/ (1)
\GIEORON G

dér vi anvént kedjeregeln i den andra likheten. Vektorn T'(z(t),y(t)) = (2/(t),y'(t)) &r inget
annat én tangentvektorn till I' i punkten (x(t),y(¢)) (om t &r néra a). Speciellt far vi, om vi
sitter t = tg, foljande sammband:

VFE(a,b) - < y (to) ) = VF(a,b) -T(a,b) =0.

Med andra ord dr gradienten av F' ortogonal mot tangentvektorn till kurvan I" i punkten (a, b).

Svar: se ovan.



