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Inga hjalpmedel. Varje uppgift &r viard 3 podng. Betygsgréinser: 8p for trea, 11p for fyra, 14p for
femma.

For 1osningsskisser, se www.mai.liu.se/~ jothi/kurser/TATA09/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. Lat D vara omradet som begriansas av linjerna x = 0, x = 4, y = x samt y = 2x. Beriikna

//D (l‘ + cos y) dxdy.

2. Undersock om foljande gransvirden existerar, och berdkna griansvirdet i de fall det &r mojligt.

arctan(2z + y) — arctan(y)
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3. Lat P(z,y) = (23 —3x)(y?>+4y+5)+7. Finn alla lokala extrempunkter och avgor deras karaktér.
Om vi "star” i punkten (v/3,1), i vilken riktning viixer P snabbast? Hur snabbt vixer P i
riktningen (1,1)7?

4. Finn storsta och minsta vérdet, samt var dessa intréffar, for funktionen f(x,y) = sin(zy) pa det

slutna omradet som begriansas av kurvorna y =1, x = 1 och y = —.
x

5. Lat (r,0,¢) = crsinfe?e9", dir a och c #r konstanter, i2 = —1, och (r,0, ) #r rymdpolira
koordinater (0 dr vinkeln mot z-axeln). Berikna integralen

[ ot

dér dV = dz dy dz ar volymelementet.

Anmdrkning: detta dr det forvintade virdet <V> for den potentiella energin hos systemet i en
vdtelik atom ddr elektronen befinner sig © 2p,-orbitalen. Konstanterna a och ¢ har med laddning
hos kdrnan och normalisering att gora.

6. Hitta en C'-16sning till ekvationen
zz;+zz;:2$2—2y2, z—y>0,z+y>0,

som uppfyller z(z,0) = 2232 fér x > 0. Borja med att betrakta funktionen w(z,y) = z(z,y)?

och gor sedan variabelbytet u =z +y, v =2 —y.

7. Lat N > 2 vara ett heltal, f och g icke-negativa kontinuerliga funktioner, och g(t) < N/2 for
alla t. Visa att

/_ exp(N (i—7) (/ F()g(s) exp </STg(u)du> ds) dTg/_Zf(s)exp(N(t—s))ds, tCR,

for de funktioner f dér hogerledet &r konvergent.



Losningsskisser for TATA09, Analys B, 2012-01-12

1. Vi skisserar omradet i Figur 1.

)

Figur 1: Omradet i uppgift 1.

Vi itererar med z-integralen ytterst:

4 2 4
// (:r—l—cosy)d:ndy:/ / (x+cosy) dydx:/ 22 4 sin 2z — sinz dz
D 0 Jz 0

23 cos2x 4 cos 4 1
T ol ==
3 2 0o 2

12
(35 — cos8 + 2cos4>

2. (a) Vi byter till poldra koordinter, och finner att
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(b) Om vi later y = 0, ser vi att
sin(zy) sin0

— 0,
22+ 42 22
men om y = x sa far vi
. 2 1
Sg;ﬁ — 5 dax—0
Salunda kan inte grénsvirdet existera.
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Svar: (a) gransvérdet blir 1. (b) gransvérdet saknas. (c) grénsvirdet blir 2/(1+y?).

3. Funktionen i fraga &r kontinuerligt deriverbar, sa alla extrempunkter maste ha Vf = 0. Vi ser
att Py(x,y) = (32° — 3)(y* + 4y + 5) och P)(z,y) = («* — 3x)(2y + 4). Eftersom

Y+ 4y +5=(y+2)2+1>0,

sa maste © = £1 for att P, = 0. Detta leder till att 2y + 4 = 0 dr enda mdojligheten for att
fa Vf =0, sa y = —2 med andra ord. Vi finner saledes tva stationéra punkter: (£1,—2). Vi kan
nu berdkna derivatorer av ordning tva:

H<i17_2):<P;;<i1,—2> P;/ym,—z)):(iﬁ 0 )

P! (£1,-2) P! (+1,-2) 0 T4



Bade H(+1,2) har egenvérden av olika tecken, sa bada punkterna dr sadelpunkter.

Riktningen som funktionen véxer snabbast i ges av gradientens riktning i punkten. Vi har
60
vivsn= (7).

sa funktionen vixer snabbast i riktningen (1,0)” om vi star i punkten (v/3,1). Om vi istéllet
ror oss i riktningen v = (1,1)7 sa far vi

(V1) = LT _ L1y (60 _60 _
fv(\/g,l)_ﬂ(l,l)T Vf(\/§,1)_ﬁ<1> (O >_ﬂ_30‘/§‘

Funktionen viixer alltsd med 30v/2 enheter per ldangdenhet. Observera faktorn 1/ V2 som ir
noédvéndig for att normera riktningen.

Svar: Tva stationdra punkter finns i (—1, —2) och i (1, —2). Bada &r indefinita. Funktionen véxer
snabbast, sett fran punkten (v/3,1), i riktningen (1,0)”. Om vi forflyttar oss fran punkten (v/3,1)
i riktningen (1,1)7 istéllet gor vi det med hastigheten 30v/2.

. Funktionen i fraga ar kontinuerligt deriverbar, sa alla inre extrempunkter méste ha Vf = 0. Vi
kan beskriva omradet som den del av kvadraten 1 <z <8 och 1 <y < 8 dér zy < 8. Omradet
ar kompakt, s& maximum och minimum finns sékert. Vi berdknar gradienten och soker efter
stationdra punkter:

Vf = (ycos(zy),zsin(zy)) = 0.

Fran detta foljer att (x,y) = (0,0) eller cos(xy) = 0 maste gélla for inre punkter om vi skall
ha max eller min. Alternativet (0,0) ligger utanfér méngden och dr inte intressant. Da maste
alltsa cos(zy) = 0, vilket intréffar precis da zy = +m/2 + 27n f6r alla heltal n. Inom omradet
maste zy < 8, och 1 <z < 8 samt 1 < y < 8. Detta ger att endast xy = 7/2, 37/2, 57 /2 uppfyl-
ler kraven. Vi far alltsa hela kurvor med extrempunkter som skir genom omradet. Om zy = 7/2
eller zy = 57/2 sa dr sin(zy) = 1 sa punkter inom omradet som uppfyller nagot av dessa krav
ar maxpunkter. Om xy = 37/2 sa &r sin(xy) = —1 sa denna kurva ger minpunkter. Se Figur 2.

Y

Figur 2: Omradet i uppgift 4. De streckade linjerna &r kurvor dér max och min antas.

Randen bestar av tre delar. Néar y = 8/z, 1 < z < 8, sa &r sin(zy) konstant lika med sin 8.
Omy=1,1<x <8, sa far vi funktionen sin(z) som har sina maximum i 7/2 och 57/2 och
sitt minimum i 37 /2, det vill séga precis déar kurvorna ovan skér linjen y = 1. Pa samma sétt



finner vi max och min nér x = 1. I hérnen (dndpunkterna) finns inte heller nagot max eller min
(sin1 respektive sin 8).

Svar: Maxpunkter finns lings kurvorna y = % for 1 <z <m/2o0chy= g—g for 1 <z < 5m/2.
Minpunkter finns pa kurvan y = ‘3—2 for 1 <z < 3m/2.

. Forst skriver vi ut hur integralen ser ut i rymdpolédra koordinater:
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Vi rédknar ut en integral i taget. Forst den radiella:
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Sen tar vi f-integralen:
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Och den sista:

Totalt sett erhaller vi

7T02

Svar: —-.

ad
. Vi bérjar med att titta pa de partiella derivatorerna for w(z,y) = 2%(x,y):
wh =222 och w; = 22'2;,
vilket foljer av, e.g., produktregeln. Vi ser nu att

wy, +wy, = 2(2z, + 22,) = 4(z% — 9?). (%)

Vi gor ett variabelbyte, u = z 4+ y och v = z — y. Kedjeregeln séger att

och 22 —y? = (z + y)(z — y) = uv, s ekvation (*) kan ekvivalent skrivas

Qw; =4duv & wq: =2uwv <& U)(U, U) =u’v + g(v)v



diir g € C! &r en godtycklig funktion (av en variabel). S&
w(z,y) = (& +y)*(z —y) +g(z —y)

och

2(x,y) = £/ (@ + )2z —y) +g(z —y).
Vi soker en 1dsning dir z(z,0) = 22%/2 for > 0, sa vi maste viilja den positiva roten. Sen ser
vi att
2(x,0) = /a3 + g(x) = 22°/2
medfor att g(t) = 3t for alla t € R, sa vi far 1osningen

2(a,y) = Vo + )2 —9) + 3@ —9)° = /(2 — ) (@ +)* + 3z — )?).

Svar: z(z,y) = \/(:z:—y)((x—l—y)Q—i—B(m—y)?) for x +y >0och z —y > 0.

. Vi borjar med att byta integrationsordning (rita en figur for att se vad som hinder med

rénserna):
g /_ exp(N(t — 7)) / f(s eXp</STg(u)du>dsdT
- /_oo f(8)9(8>/8 exp <N(t —-7)+ /STg(u) du) dr ds

Problemet ligger nu i att integrera den inre integralen. Eftersom exponentialfunktioner har trev-
liga egenskaper vid derivering (man aterfar ett liknande uttryck) sa undersoker vi hur derivatan
ser ut:

2w (N4 [Cawan) = o (e (Va-m+ [Tawan)),

dar vi utnyttjat analysenshuvudsats vid derivering av integralen i exponenten samt flyttat runt
minustecken lite kreativt. Eftersom 0/97(—exp(...)) > 0 och

S
N—g(r) T N-N/2 N’
sa kan vi uppskatta var sokta integral enligt

/: £(5) g(s) /:O exp <N(t S+ /STg(u) du> dr ds
< ;/_Z £(5) g(s) /:o R (N(t 0+ /STg(u) du> dr ds
_ ZQV/OO £(5) 9(s) {— exp <N(t )+ /STg(u) du>[oo ds

N/ f(s)g(s)exp (N(t—s)) ds.

I den sista likheten utnyttjar vi att
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da 7 — oo for alla t och s, vilket gor att termen for 7 = oo férsvinner. Slutligen kan vi uppskatta
N/ f(s)g(s)exp (N(t —s)) ds</ f(s)exp (N(t —s)) ds.

genom att aterigen utnyttja att g(s) < N/2 for alla s.

Svar: se ovan.



