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Inga hjdlpmedel. Losningarna skall vara fullstéindiga, vilmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade
med ett svar. Varje uppgift dr vird 3 podng. For godkéint betyg (G) récker 7 podng. Poingen pa
duggorna summeras och avgor slutbetyg.

For 16sningsskisser, se www.mai.liu.se/~ jothi/kurser/TATA68/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. (a) Vad blir koefficienten fore 2 i uttrycket (z + 22)'9? (1 p)
21

(b) Berikna summan 2(2 +27F). (1 p)
k=1

(c) Lat p(z) = 28 + 25 + 234 + 22! + 13. Bestéim resten niir p(z) delas med z(z —1). (1 p)

2. Bestdm alla reella 1osningar till ekvationen |z| = 2|z — 1| — |z + 1].

2 1
3. For vilka reella x giller olikheten * < Tt ?
T+2 7 z+ %
4. (a) Finn mittpunkt och radie for cirkeln 2% — 42 + y? + 6y = —9. (1 p)

(b) Finn alla 16sningar till ekvationen 22 + 2iz + 4i — 1 = 0. Kontrollera dina l6sningar. (2 p)

5. Bestédm alla reella 16sningar till ekvationen v/2x + 1+ /x + a = 1 for varje viirde pa den reella
konstanten a.



Losningsskisser for TATA68, 2011-09-09

1. (a) Vi anvénder binomialsatsen och erhaller

210 = 10N 4 a0k s~ 10 k-+2(10—k) = (10 a0k
(x+2°)" = Z K (%) = Z K = Z P Ea
k=0 k=0 k=0

vi soker termer 12, vilket vi far d& 20 —k =12 < k =S8.

(b) Summan kan delas upp i tva delar, ddr den forsta blir aritmetisk (med den konstanta
skillnaden noll!) och den andra dr geometrisk. Dessa kan vi enkelt beriikna:

21 1 1—221
§ (2427 E 2 § 27k —921.24 =43 — 2721,
k=1 i k=1 i 2 1 2

(c) Faktorsatsen séger att p(x) = x(xz — 1)q(x) + r(x), dir polynomet r(z) har gradtal strikt
mindre én gradz(z — 1) = 2. Med andra ord, r(z) = ax + b for tva konstanter a och b. Vi
vill bestdmma dessa och gor det genom att sétta in lAmpliga virden pa x. Vi testar x = 0
och = 1 eftersom dessa gor att vi inte behdver veta mer precist vad polynomet g(z) &r
(vi slipper saledes polynomdivisionen). Vi har

13 =p(0) = b, a =4,
T=p(l)=atb  |b=13

Svar: (a) ( 180 ) = 45. (b) 43 — 2721, (c) r =4z +13.
2. Intressanta punkter dir beloppen kan vixla tecken: x = —1,0, 1. Vi maste alltsa dela upp i fyra

olika fall. Figure 1 skissar upp hur situationen ser ut.

Y

[t

St NG y=2z—1| — |z +1]

Figur 1: Vi ser att funktionerna skéir varandra i en enda punkt, som verkar ligga vid x = 1/4.

Fall 1, x < —1:

lz| =2z -1 —|z+1 <& —-=z=-20@-1)4+((x+1) <« 0=3.
Gar inte. Finns ingen 16sning i detta intervall.
Fall 2, -1 <z <0:

1
lz| =2z -1 —|z+1] & —-z=-22-1)-(z+1) < z=75.



1
Eftersom 5 ¢ [—1,0] sa dr detta ingen 16sning.
Fall 3,0 <z <1:

1
|z =2/ — 1| —|z+1 & z=-22-1)-(z+1) <« z =7

1
Eftersom 1€ [0, 1] sa &r detta en losning.

Fall 4, x > 1:
lz| =2z -1 - |z+1 < =z=2xz-1)—-(z+1) <& 0=-3.
Gar inte. Finns ingen 16sning i detta intervall.

1 :
Svar: z = - &r den enda losningen.

3. Vi flyttar 6ver allt pa ena sidan i olikheten och gor likndmningt samt faktoriserar nimnare och
taljare for att lattare kunna se nér uttrycket véxlar tecken:

2z _z+1 (x+1)(m+2)—2x(m+%)
:E—|—2§:U—|—% < (z+2)(z+3)
2 — 2
. —
(x+2)(x+3) ~
(z —V2)(z + V?2)
(z+2)(z+3)

>0

<0.

Observera olikhetens riktning i sista steget. Vi gor ett teckenschema for uttrycket i vénsterledet:

—2 -3 —V2 V2
z+V2 - - - - - 0 + + +
x—2 - - - - - - - 0 +
z +2 - 0 + + + + + + +
x+ 3 - - - 0 + + + + +
(”‘ﬂ)(“@ + A - A 4+ 0 - 0 +

Ur detta ser vi att uttrycket dr mindre &n noll endast da —2 < x < —g och da —v2 < z < V2.
Svar: —2<x<—; och —v2 <z < V2.
4. (a) Vi kvadratkompletterar for att tydligare se cirkelns ekvation:
2 —d4r ity =-9 & (2-2)2—4+@w+3)?’-9=-9 & (2-2)2+(y+3)* =4

Hér kan vi utlésa att cirkelns mittpunkt &r (z,y) = (2, —3) och att radien ar r = 2.

(b) Vi borjar med att kvadratkomplettera vinsterledet:
2 . . . ) 9 . - ) .
22+ 2iz+4i—1=(z4+0)*—i“+4i—1=(2+1)° + 4.

Lat w = z 4+ 4. Vi s6ker nu komplexa tal w sa att w? + 45 = 0. Vi séitter w = a + bi och
erhaller
w? 4 4i = (a + bi)? 4+ 4i = a® — b + 2abi + 4i = 0.



For att likhet skall gilla maste bade realdelen och imaginédrdelen bli noll, sa vi har

a? — b =0 a? = b?
<~
2ab = —4 ab= -2

Vi ser att ab = —2 = a?b? = 4, och eftersom b? = a? sa skall vi alltsa 16sa ekvationen a
4. Det foljer att a® = £2, men eftersom a € R si #r det bara a? = 2 som ger intressanta
(reella) 16sningar. Vi far alltsa a = +v/2, och diirmed b = —2/a = ¥2/v/2 = F/2. Summa
summarum, w = V2 —iv2 och w = —v/2 +i/2 ir de enda l6sningarna till w? +4i = 0.
Eftersom w = z + 4 far vi nu losningarna z = v/2 —i(v/2 + 1) och z = —v/2 +i(v/2 — 1) till
ursprungsekvationen.

Svar: (a) (2, —3) och 2. (b) z=+v2—i(v/24+1) och z = —v2 +i(v/2 - 1).

4:

1
. For att vansterledet skall vara definierat maste = > —3 och £ > —a. Vi antar att dessa villkor

géller nedan. Eftersom

V2r+1l+vVr+a=1 < r+a=1—+V2zx+1,
sa foljer det att 1 —+/2z 4+ 1 > 0 for att 16sning skall kunna existera. Med andra ord maste z < 0.

vei+a=1—-+v2x+1 <& zxz+a=24+2c-2vV2x+1, <0
&S 2V2x+1=2—-—a+x, <0
& 42z +1)=4—4da+a®+4r —2ax+ 2%, 2<0,2—a+x>0

Om vi arbetar lite med den sista ekvationen kan vi se att

42r+1) =4 —4da+a* +4r —2ax+2° & (r—(2+4+a)?—42a+1)=0.

1
Denna ekvation har endast 16sningar om a > —3 och i detta fall &r x = 2 + a £+ 24/1 4+ 2a. Nu

1
maste vi verifiera nér dessa uttryck verkligen 16ser problemet. Eftersom a > —3 och z < 0 ar

nodvéndigt, ser vi att © = 24 a + 2v/1 + 2a aldrig kan vara en 16sning (alltid storre &n noll). Vi
har en kandidat kvar. Lat z, = 2 4+ a — 2v/1 4 2a. Denna punkt maste uppfylla foljande villkor:

1
_igwa§07

_aéxtm
a—2<ux,.

1 1 1
Eftersom a > —3 sa ar 3 < —a < z,. Villkoret x, > —3 ar alltsa overflodigt. Kravet att z, < 0

innebér att
24a—-2V1+2a<0 & 2+a<2/1+2a & (2+a)*><4(1+2a)

dér den sista ekvivalensen foljer fran att bade 1 + 2a > 0 och att 2 + a > 0. Vi skriver om den
sista olikheten:

(24a)? <4(142a) < a*—4a—-4<0 < (a—-2)?<4 & |a-2/<2 & 0<a<4
For att —a < x, skall gélla, sd maste
—a<24+a-2V/14+2a & 2V/1+2a<2+2a & 1420 < (14+a)* =1+2a+a*> < 0<d?,

vilket géller for alla reella a. Den andra ekvivalensen foljer fran att 14 2a > 0 och att 1 4+a > 0.



For att a — 2 < x, skall gélla, s& maste

a—2<24a—-2V14+2a & V14+2a<2 & 142a<4 & a<

| W

3
Totalt sett blir kravet pa a att 0 < a < 3 for att z, skall vara en 16sning.

3 3
Svar: Losning saknas om a < 0 eller om a > 5 For 0 <a < 3 ar den enda 16sningen till
ekvationen z = 2+ a — 2v/2a + 1.

Alternativt kan man tinka sig att rdkna ut de tva mojliga losningarna, och gé tillbaka till
ursprungsekvationen och testa for vilka a de verkligen ar 16sningar. Detta kommer att ge samma
svar efter liknande kalkyler.



