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1. For vilka reella x géller olikheten T 5 <x—47 (3p)
27

2. (a) Berikna summan Z(?)k +35). (1p)
k=3

(b) Finn koefficienten fore 267 i uttrycket (z? + 23)32. (1p)

(c) Finn medelpunkt och radie for cirkeln 222 + 2y + 42 — 8y — 2 = 0. (1p)

3. Faktorisera polynomet p(z) = 323 — 1522 4 24z — 18 fullstéindigt i komplexa faktorer. (3p)

4. Bestdm alla reella 16sningar till ekvationen /16 — 22 + 2 — 2 = 0. (3p)

5. Finn alla reella z sa att \/|z — 3| =2+ x4+ |z — 1| +2 — 22 = . (3p)



Losningsskisser for TATA68, 2012-09-07

1. Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som ar enklare att studera:

_ _ _ 22 _
a:+2§x_4 - r+2—(r—4)(x 2)30 - ¥+ Tz 6§O
T —2 T —2 r—2

—(z—=6)(x—1) <0 (z—6)(x—1) o

r—2 - r—2 -

Vi gor ett teckenschema for uttrycket i vénsterledet:

1 2 6
x—1 - 0 + + + + +
x—2 - - - 0 + + +
r—06 - - = = 0 +
w _ 0 + /H _ 0 +
T — 2

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar icke-negativt precis da 1 < z < 2 eller x > 6.
Svar: 1 <z < 2 eller z > 6.

2. (a) Summan bestar av en aritmetisk del och en geometrisk del (kontrollera!). Vi delar saledes
upp summan i tva delar och berdknar enligt standardformler:

27 24
3-3+3-27
S 3k +3%) = Z%+Zﬁ R I ) S
k=3 k=0
325 -1 27
= 1125 + 3° = 1125+ — (3% — 1).
+3 5T +5 (3 )
(b) Binomialsatsen medfor att
32 32 32
2 | 332 _ 32 2k, 3\32—k _ 32\ okt3.32-3k _ 32\ 96—k
(x* 4+ x7) _kz_o<k (%)% (z?) —kz_:o K —kz_o P K

Termen 57 dyker alltsa upp i summan precis nir 96 — k = 67, sa k = 29. Svaret blir da

32 32-31-30
<29)—34z—”“‘

(¢) Vi kvadratkompletterar z-termer och y-termer var och en for sig och ser att
22+ 22 +42x —8y—2=0 < z*4+y>+2x—-4y—1=0
& (r+1)2-1+(y—-2%-4-1=0
& (r+1)*+(y—2)*=6.
Alltsa har cirkeln sin medelpunkt i (—1,2) och radien blir v/6.
Svar: (a) 1125 + %(325 -1) (b) 4960 (c) Medelpunkt: (—1,2); radie: v/6.

3. Vi borjar med att bryta ut 3 och far att p(z) = 3¢(2), dér ¢(2) = 22 —522+82—6. Vi gissar sedan
en rot, och finner att p(3) = ¢(3) = 0. Alltsa maste z — 3 vara en faktor i ¢(z). Polynomdivision
ger att q(z) = (2 — 3)(2? — 22 + 2). Det aterstar silunda att finna rétterna till 22 — 22 + 2. Vi
16ser ekvationen

0=2>-2242=(2-1-14+2=(2—-12+1,

varvid vi ser att z — 1 = £ 4r de enda mojligheterna. Alltsa finner vi 16sningarna z = 1 414, och
vi kan skriva 22 —22+2 = (2 — (1 +14))(z — (1 —1)). Vi kan nu faktorisera p(z) fullstindigt enligt

p(z) =3(z =3)(z = (1 +9))(z = (1 — 0)).
Svar: p(z) = 3(z = 3)(z = (1 +4))(z — (1 = 1))



4. Vi sorterar sa att kvadratroten star ensam pa en sida:

V16 — 22 =2 — 2.

For att en 1osning ska kunna existera maste 16 — 22> 0och d&ven x — 2 > 0 (varfér?). Dessa
villkor kan slas samman till 2 < z < 4.

Lat oss anta att 2 < x < 4. Det foljer att

V1b—22=z-2. = 16-2>=(x—-2)* =242 +4
& 22-20-6=0
& r=1+V7.

Endast = = 1+ /7 uppfyller kravet att 2 < = < 4. Detta kan inses eftersom

2=V4<V7T<V9=3.

Alternativt kan vi dven testa direkt. Eftersom 2z —2 = 14+ +v/7 —2 = v/7T—1 > 0 kan vi kvadrera
ekvationen med ekvivalens och ser att

(222 =(WT-12=7T-2VT+1=8-2V7=(\/8—2V7)? = (/16 — 22)2.

Omz=1—-+V7sablirz—2=1-V7-2< 0, vilket leder till att v/16 — 22 < 0 som &r omdojligt.
Detta ar ingen 16sning.

y =16 — 2

y=x—2

Figur 1: Kurvorna skér varandra endast i punkten 2 = 1 + /7.

Svar: z = 1 + /7 ér den enda 15sningen.

5. Enklast ar att direkt dela upp i olika fall for att fa bort beloppstecknen. Alternativet blir att or-
dentligt redan ut kraven pa kvadratrotter i flera steg, vilket blir ganska bokigt. Saledes behandlar
vi direkt tre fall istéllet.

o Lat ¢ <1.Daér |x — 1| =1 —x och |z — 3| = 3 — z, och ekvationen kan skrivas

V3i—-z—-24z+V1l—-z+2—-22=2 & V3-zx—22=x-1.

For att 16sning skall existera maste hogerledet  —1 > 0 (varfor?). Detta medfor att = > 1,
men da vi redan kréiver att x < 1 dr x = 1 den enda mojligheten. Vi testar x = 1 och finner
att detta ej dr en 16sning.



e Lat 1 < x < 3. Ekvationen reduceras till

\/3—$—2+x+m:x S Witz —a22=zx-1
= l14z-2a2=22-22+1
& 202 —32=0

& x =0 ellerx = 3/2.

Endast z = 3/2 uppfyller 1 < x < 3, och x = 3/2 léser ursprungsekvationen (maste testas!).
e Lat x > 3. Vi erhaller

Ve—3—-24zx+Vr—142—22=2 < 2 —5+vVr+1—22=xz.

Denna ekvation blir (mycket) svar att forsoka losa med samma teknik som ovan, men desto
béttre sa visar det sig att inga losningar kan existera! Vi inser detta genom att studera
villkoren for att kvadratrotterna skall existera. Dels maste « > 5/2 och dels maste

1—¢5§x§1+¢§

1—-22>0
T + xr° > 5 5

Det sista kan ses genom faktorisering och teckentabell. Bada dessa villkor har ett tomt snitt
eftersom = < (1 ++/5)/2 < (1 +9)/2 =2, och z > 5/2.

Y

y=z—3[—2+az+ |z 1[+2—a2

Figur 2: Kurvorna skér varandra i punkten z = 3/2.

Svar: z = 3/2 enda 1sningen.



