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Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullstindiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade
med ett svar. Varje uppgift dr vird 3 podng. For godkint betyg (G) ricker 9 poing. Poiingen pa
duggorna summeras och avgor slutbetyg.

For losningsskisser, se www.mai.liu.se/” jothi/kurser/TATA68/ efter skrivningens slut. Lycka till!

1. (a) Finn alla reella 16sningar till In(1 — 2z) + /7 = In(z). (2p)
n
(b) Bestdm det minsta heltal n som uppfyller Z(l + 2k) > 99. (1p)
k=1

2. (a) Forenkla exp(y/(Inz)?). (1p)
(b) Lat f(z) = €>® + 2¢® + 1. Bestdm D och (om majligt) f~!. (2p)
3. (a) For vilka reella 2 giller att 21-%/3 — 92/3 4+ 1 > 0? (2p)
(b) Vilka reella x uppfyller att \/z + 2z = 17 (1p)
4. (a) For vilka reella v giller att sin(2v + m) = cos(v)? (1p)
(b) Finn alla reella = s& att 2sin®z — 3sin?2 — 3sinz + 2 = 0. (2p)

5. Finn alla komplexa losningar till 25 4+ 729 = 0.
Ange eventuella l6sningar pa formen z = a + b, a, b € R. (3p)

arccos(cos 7)
. Forenkla ——————. 1
6. (a) Forenkla arcsin(sin 3) (1p)
4
(b) Forenkla arctan(2) + arccos(—g). (2p)
7. (a) Som bekant dr e = cosx + isinx for reella x. Anviind detta samband for att hirleda
eix + e—ix ei:c _ e—ix
Eulers formler: cosz = — och sinx = — (1p)
i

(b) Bevisa att |z +w| < |z] + |w| for alla komplexa tal z och w. (2p)



Losningsskisser for TATA68, 2011-11-12

1. (a) For att ekvationen skall vara definierad krivs att 0 < x < 1/2. Om x uppfyller detta villkor
géller

In(l1-2z)+vr=he <& N02VT ez o (1 _22)eV™ =g
eV 1

= xTr = = .
142VT 24 VT

Eftersom e V™ > 0 (exponentialfunktionen #r alltid positiv for reella argument), sa ser vi
att svaret uppfyller villkoren 0 < x < 1/2, sa detta &r en lésning.

(b) Vi ser att summan &r aritmetisk, sa

n

3+1+4+2
S(2k) = S = 2,
k=1

Om detta uttryck skall vara strikt storre &n 99 maste n > 10 (n = 9 ger precis 99). Det
minsta talet blir alltsa n = 10.

1
_ b) n = 10.
24 e VT (b) m

2. (a) Vi forenklar:

Svar: (a)

-1 0<z<l1 1 0<z<1
exp(v/(Inz)2) = exp(|Inz|) = exp(—Inz), <1, _|g, xr <1,
exp(lnz), x> 1, x, x> 1.

(b) Funktionen kan skrivas y = f(z) = €2* +2¢% + 1 = (e® + 1)2. Vi kan se detta genom att,
t ex, lata t = e” och faktorisera 2 + 2t + 1. Definitionsméngden for f ar alla reella tal, och
vi ser att y > 1. Vi l6ser ut x ur ekvationen, under antagandet att y > 1:

y=("+1)? & Jy=e'+1 & Jy—l=¢" & z=Ih(/y-1).
Vi far alltsd z = f~(y) = In(\/y — 1), eller ekvivalent, y = f~(z) = In(y/z — 1).

1
=, 0 <1
Svar: (a) {f’” sesh

xr, x> 1. (b) Dy =R och fH(z) =In(yz —1).

3. (a) Lat t = 2%/3. Vi ser att t > 0 och att

ol=e/3 223 11>0 « %—t+120 & (t+1)t(t_2)go.
Vi gor en teckentabell:
-1 0 2
t+1 - 0 4+ + + + +
t - - - 0 + + +
t—2 - - - - - 0 +
t+1)(t+2

Har ser vi att ¢ < —1 och 0 < t < 2 &r de sokta intervallen, men eftersom ¢ > 0 sa kan inte
det forsta hianda. Totalt sett har vi bara t < 2, eller uttryckt i x: x < 3.

(b) For att ekvationen skall vara definierad krévs att > 0. Vi har

1
Vi+2z=1 o z2=(1-22)%2>0,1-22>0 < 422 -5z +1=0, 0<z<s
Andragradsekvationen har 16sningarna 2z = 1 och x = 1/4, men x = 1 uppfyller inte kraven.

1
Svar: (a) z <3 (b) x = T



4. (a) Vi anvénder formeln sina = cos(w/2 — a) och erhaller
. T T
sin(2v + 7)) = cos(v) <& (:os<2 —(2v+ 7r)> =cos(v) & —2v-— 5 +2nm = tv

Vi far alltsa tva fall, ett da

3 0 49 - U n 2nm
V= —— nw V= ——=+ —
2 6 3
och ett da -
v = 3 + 2nm.
Har &r n ett godtyckligt heltal.
(b) Vi later ¢t = sinx, och ser att ekvationen kan skrivas
3 3
B -2 —Zt+1=0.
2 2 +
Vi ser att t = —1 &r en rot, och polynomdivision f6ljt av 16sning av andragradsuttryck ger
att
t+1)2t—-1)(t—2)=0.
Om t = sinz = 2 sa saknas l6sningar (sinz < 1). Om ¢t =sinz = —1sa dr x = —7/2+ 2n7w
ochomt =sinz =1/2sa édr x = 7/6+2nw eller x = 57/6 + 2nm. Aterigen ar n godtyckligt
heltal.
T T 2nw
Svar: =——42 11 = —— .
vr(a):)T 2+ nm eller v 6+3
(b) x = —§—|—27Tn, x =%+ 2n7 samt @ = 2T 4 2n7.

5. Vi borjar med att skriva —729 pa poldr form:
25 = —729 = 729¢"™ = 30¢'™,

Lat z = re?, diar r > 0. Da maste 26 = 7650 = 36" g4 r6 = 36 och 60 = 7 + 27n dir n
ar heltal (absolutbeloppet och argumenten maste stimma 6verens). Detta ger att » = 3 och
att § = m/6 4+ nmw/3. Vara losningar blir nu

z = 3ei(m/64n7/3) — 3ei14+2m)7/6 (1,2, 3,4,5.
Om vi férenklar dessa far vi 16sningarna

z=43i, 2= i%(\@ﬂ'), z= i%(ﬂ— P).

3 3
Svar: z = +3i, ii(\/§+ i), ii(\/§ — ).
6. (a) Vi borjar med téljaren:

& v =7-2m.

Ccosv] = cos 7, v = +7 4+ 27n,
v; = arccos(cos7) & &
0<wv <m, 0<wv <m,

Pa samma satt kan ndmnaren skrivas

o sin vy = sin 3, vg = 3+ 2mn eller v9 = 7w — 3 4 27n,
vy = arcsin(sin3) < &
—7/2<wy < m/2, —7/2 <wy < 7/2,

vilket ar ekvivalent med att vo = m — 3. Foljaktligen far vi

arccos(cos7) 7 —2m

arcsin(sin3)) w—3°



(b) Lat v = arctan 2 + arccos(—4/5). Eftersom

tana + tanb

t H=—- ——
an(a + ) 1 —tanatanb’

kan vi skriva
tan(arctan 2) + tan(arccos(—4/5))

t = .
wmv=agT tan(arctan 2) tan(arccos(—4/5))

Vi ser att tan(arctan2) = 2, men tan(arccos(—4/5)) &r lite vérre. Lat u = arccos(—4/5).

Da ér cosu = —4/5 och 0 < u < m. Minustecknet &r lite obehagligt, sa vi skriver
4 o ( ) 4
cosu = —— cos(m —u) = —.
5 5
P , 3 3
En ratvinklig triangel med katetlingderna 4 och 3 ger att tan(m —u) = 7 58 tan(u) = ~2

(kan man se t ex fran additionsformeln ovan). Vi kan nu rékna ut tanv:

. 2-3 1
any = ——— - = —.
TN
Alltsa maste v = arctan(1/2) + nw for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende
arcusfunktioner:
1 s s
0 < arctan 3 < arctanl = 1 < arctan?2 < 3
2 1 4
T arccos(—=) < arccos( — =)< arccos(—1) = .
3 2 5
Alltsa &r
27T+7T< < +7r - 117T< <37T
—+—-<v<T+ = —<v< —.
3 4 2 12 2

Eftersom 0 < arctan(1/2) < w/4 sa foljer det att n = 1 dr noédvéindigt. Alltsa blir den s6kta
vinkeln v = 7 4 arctan(1/2).
7T—2m

Svar: (a) 3
T —

1
(b) ™ + arctan 7

7. (a) Eftersom e~ ® = cos(—z) + isin(—x) = cosx — isinz sa foljer det att e + e~ = 2cosx
vilket ger den forsta av Eulers regler. P4 samma siitt ser vi att e’ — e~ = 2isinz, vilket
ger den andra.

(b) Lat z och w vara komplexa tal. Vi har

lz+wP=(C+w) z4+w) =2Z4+wT+ 20+ 7w = |2)* + |w* + 2w + 2w
= |2|* + |w|* + 2Re(2@)
< 2 + [w]? + 2|2w] = |22 + Jw]? + 2[z][@] = |2 + [w]* + 2|z]Jw| = (|2] + |w])*.
Har har vi utnyttjat regler for konjugat av summor och produkter, samt uppskattningen

att realdelen &r mindre dn beloppet. Att det sistndmnda &r sant ar tydligt om man ténker
pa att |z|? = Re(z)? + Im(z)?.

Svar: Se ovan.



