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Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullstindiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade
med ett svar. Varje uppgift dr vird 3 podng. For godkint betyg (G) ricker 9 poing. Poiingen pa
duggorna summeras och avgor slutbetyg.

For losningsskisser, se www.mai.liu.se/” jothi/kurser/TATA68/ efter skrivningens slut. Lycka till!
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1. (a) Los olikheten _01 <z+2 (2p)
4
(b) Rékna ut summan Z (—k)3. (1p)
k=-2
. , BTN ,
2. (a) Skriv |1 — 2i|exp i~ ) pa formen a + bi, a,b € R. (1p)
(b) Finn alla z € C sa att 22 = i. (1p)
(¢) Bestéim alla v € R sa att tan(3v + 2) = /3. (1p)
3. (a) Los ekvationen In(z 4+ 1) = In(5 + z) — In(x + 2) for x € R. (2p)
(b) Finn alla reella z sa att 4*+1 — 2742 = 23, (1p)

4. Undersok vilka x som uppfyller 4 sin 2z sin4x — 8sinz sin2x cos3x = 1 genom att skriva om
vénsterledet som en summa av sin / cos-termer och 16sa ekvationen som uppstar.

5. Los ekvationen /3 sin 2z — 3 cos 2z = V6 for = € R.

6. (a) Visa att arcsinz + arccosz = g for alla x € [-1,1]. (1p)

7T2

(b) Los ekvationen (arccosz)? — (arcsinz)? = TR

e2r _ pz+2
7. Bestdm definitionsméngden och (om mojligt) inversen till f(z) = 4/4 —1In ()



Losningsskisser for TATA68, 2012-11-10

1. (a) Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som &r enklare att studera:

1 2 —12 - 4
0 (pio o &tz—12_ . o (@-3)@+d

> 0.

r—1"— r—1 r—1

Vi gor ett teckenschema for uttrycket i vénsterledet:

—4 1 3
T +4 -0 4+ 4+ + + +
r—1 - - -0 + + +
v —3 Nt
—3)(x+4
o= el EEUEE I

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr icke-negativt precis da —4 < x < 1 eller z > 3.

(b) Summan &r varken aritmetisk eller geometrisk, men den bestar av sa fa termer och dessutom
tar de flesta termerna ut varandra:

4
d (-kP=224140-1-2°"-3% -4 =27 64 =91
k=—2
Svar: (a) —4 <z < 1leller z >3 (b) —91.

2. (a) Vi forenklar:

; 3 3 V10
|1—2i|6237r/4:\/1—|—4<cosZ—kisinf)z 5 (i —1).

(b) For att 16sa 22 = i skriver vi z = re®, r > 0, och i = ¢™/2, For att 22 = i maste

2 = i L o=
arg(z?) = arg(i) +2mn 20 = 7/2+4+2mn
for nagot n € Z. Alltsa dr 20 = /2 4+ 2rn sa 0 = /4 + wn.
(c) Vi vet att

tan(3v+2):\/§ & 3v+2:§+7rn & v:—§+9+?’

dér n &r ett godtyckligt heltal (n € Z). Alla dessa v &r 16sningar da vi aldrig kan fa v = kn /2
fér nagot k € Z.

Svar:(a)@(i—l) (b)z:i‘fuﬂ') (c)v:—§+g+%,nez.

3. (a) For att alla ingaende uttryck ska vara definierade kravs att 41 > 0, 54+x > 0, och x+2 > 0.
Fran detta ser vi att x > —1 krivs for att samtliga uttryck ska vara definierade. Antag
att > —1. Da géller

In(z+1)=In(5+2z) —In(z+2) < In((z+1)(z+2))=In(+2),
och eftersom In &r stringt vixande géller da att
(z+1)(z+2)=54+2 & 2°4+20-3=0 < (z—1)(z+3)=0.

Endast z = 1 &r en 16sning.



(b) Lat t = 2*. Da &r t > 0 och ekvationen kan skrivas
A2 -4t —-8=0 o t2-t-2=0 < (t+1({t-2)=0.
Hér ser vi att t = —1 inte gar (da 2* = —1 saknar 16sning) och att ¢t = 2 medfor att 27 = 2,
sax = 1.
Svar: (a) z =1 (b) x = 1.
. Vi anvéinder Eulers formler och finner att
1, . . . . . .
sin z sin 2z cos 3x = o (e —e™) (62” — 6_2”) (63” + 6_3“”)

— (eﬁm +24+ 6761:1: _ 62190 o 672% _ 641,{17 . 67421)

| = oo

(1 + cos 6z — cos 2z — cos4dx).

samt 1
sin 2z sin4x = — (eGi‘B + e bim _ 2 6_2”)
1
=3 (cos 6z — cos2z) .

Med dessa sammband kan vi skriva om ekvationen i fraga enligt
1
—2cos6x 4+ 2cos2x + 2+ 2cosbx —2cos2x —2cosdr =1 <& cosdxr = >

sa dx = £7/3 + 27mn eller © = £7/12 4+ 7n/2 dir n € Z.

T ™
S r=—4 — Z.
var: T 12+2,n6

. Vi anvénder oss av hjialpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet som C'sin(2z + v). Da skall
alltsa
C'sin(2z 4 v) = C (sin 2z cos v + cos 2z sinv) = V/3sin 2z — 3 cos 2.

Genom att, till exempel, lata x = 0 och x = 7/4, erhaller vi sammbanden

Csinv = -3
Ccosv = /3

For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C?(sin® v + cos?v) = 12.

Vi viljer alltsa C' = v/12, och finner v genom att 16sa
V3

N[ =

cosv = ==
V12 = v:—z+2mr,n€Z.
siny = —-3 —_V3 3
V12 2
Vi viljer v = —m/3. Vi ska nu 16sa ekvationen

2x+v:%+2n7r

V12sin(2z4+0v) =vV6 & sin2z4v)=-— & 3
V2 2r4+v = T + 2nm
Vi erhaller alltsa 16sningarna
I n n 137 n
T =g tnm oc z=— - tor

for n € Z.

7T 137
N = — h = — f” Z.
Svar: x 24+n7roc T 2 +nm for n €



6. (a) Lat z € [-1,1] och v = arcsinz. Vi visar att v = g — arccos z. Enligt definition, sinv = x
och —7/2 <wv < 7/2. Vidare,
_ 7r
x =sinv = cos (§—v>,
och da 0 < 7/2 — v < 7 maste /2 — v = arccos . Med andra ord har vi visat att

. T
arccos T + arcsinx = 5

(b) Konjugatregeln medfor att

(arccos x)? — (arcsin2)? = (arccos z + arcsin x)(arccos x — arcsin x) = (g — 2arcsin :1;) .

T
2
Detta uttryck skall vara lika med —72/12, sa

T (7’[’ 5 . ) 2 - . T - \/§
— (= —2arcsinz | = —— arcsinz = — = —.
2 \2 12 3 2

Svar: (b) x = \gﬁ

7. Vi borjar med att reda ut definitionsméngden. For att logaritmen skall vara definierad krévs

e?x _ e:c+2

5 >0 & > o 2r>a+2

eftersom logaritmen &r stringt vixande. Kravet blir alltsa att = > 2. Vidare maste det som star
under kvadratroten vara icke-negativt, sa

62{17 _ ex+2 621 _ e:p+2
4 —1In <2> >0 < Ine*>Ihn (2> o 2et > e et

aterigen eftersom logaritmen #r stringt vixande. Lat t = e®. Vi undersoker nér 2 —e?t—2e* > 0.
Vinsterledet dr ett andragradsuttryck som vi kan faktorisera:

2\ 2 4 2\ 2 2\ 2
2 2 4 € € 4 € 3e 2 2

Detta uttryck dr icke-negativt endast da —e? < t < 2e2, eller uttryckt i variabeln z, d&
—e?<e"<2? & r<2+h2

Definitionsméngden D; ges alltsa av 2 <z <2 +1n 2.
Lat nu « € Dy. Vi loser ekvationen y = f(z) med syfte pa x:

2z __ px+2 2 _ jx+2
y:\/4—ln<626> = 4—y2:ln<62€> T AT )

Liksom ovan behover vi 16sa andragradsekvationen:

2 2 62 2 64 4 2 62 2 4 1 2
e* — " = ex—E —Z:2e_y & em—E =e 1—1—26_9 &

1 1 1/2
et = 2 (2 + (4 +2e_92> ) )




Eftersom = € Dy maste €2 < e® <2e? och da0< eV <1 éar

1 1 2\ /2 1 1
{E: 2 —_ — — -y 2 _ — — =
e =e (2 <4+26 > ><e <2 2> 0

sa "minusroten” kan inte vara en l6sning. Den andra roten fungerar dock utmérkt:

1 1 1 1 2 1/2 1 3
2 2 x 2 2 2
=e?( -+ =242 +2eY — D) =2e2
¢ c <2 2> =¢ © (2 <4 € > <¢ (2 2) c

Varje y-virde ger alltsa hogst ett x-virde, och ddrmed existerar inversen eftersom vi precis visat
hur man kan rékna ut detta xz-vérde.

1 1 1/2
Svar: Definitionsmingd: 2 < z <24+ 1n2; f1(z) =2+ (2 + (4 + 26_92> )



