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Dugga 2 i Matematisk grundkurs
2013-10-25 kI 8.00-12.00

Inga hjalpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som maojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 podng. For godként betyg (G) riacker 9 podng. Podngen pa
godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hdmta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas via

e-brev.
378 I
1. Berék -3+ =.
(a) Berdkna Z < 3+ 2)
k=34
224 — 3 1
(b) Anvind polynomdivision till att skriva om $2 T +1 pa en form dar man
x?—x—
enkelt kan lasa av polynomdivisionens kvot och rest.
4—1i
Berékna |—1 +i )
(c) Berdkna + I3

2. (a) Finn alla l6sningar till ekvationen sin 7z = sin <3$ + z)

7
(b) Los ekvationen 4sinz cosx = 1.

(¢) Beréikna sinv om cosv = —pT<U< 2.
3. (a) For vilka reella z géller 2312 — 223 _ 9742 _ gvtl _ or — 4o+l _ 307
(b) Los ekvationen (Inz)? — In(z?) = 1.

—4
4. Bestdm definitionsméngden och (om mdjligt) inversen till f(z) = In (f )
—x

5. Skriv sin x sin 2z cos 4z som en summa av cos- och/eller sin-termer.
Los ocksa ekvationen 4 sin x sin 2z cos 4z = cos 3z + cos bx.

6. (a) Definiera ¢ for z € R.

(b) Skriv —1 — 3¢ pa polér form.

37
(c) Berdkna arccos (sin 1—;) :

~

N N
Skriv Z Z(—l)k (n> ¥ dér 2 #£ 0 och N =0,1,2,..., pa enklast mojlig form.

—~
—_

T

~—

(1p)



Dugga 2 i TATMT79, 2013-10-25, losningsforslag

(a) § (—3+§>

k=34
378

34

ar en aritmetisk summa med forsta term = —3 + 5 = 14, sista

term = —3 + T = 186 och med 378 — 34 + 1 = 345 termer. Alltsa 4r summan

14+ 1
lika med 2180 545 100 345 = 34500.
Svar: 34500.
(b) Kalkyl med liggande stolen ger
22 + 2 + 4
2% — 3z + 1 22 —x—1
(221 213 22?)
23 + 222 — 3z 4+ 1
(223 222 — 2x)
422 — z o+ 1
— (42 - 4z - 4)
3r 4+ 5
dvs kvoten &r 222 + 22 + 4 och resten ir 3z + 5, s& av detta foljer att
224 — 3z +1 ) 3z+5
S pap— =2z —|—2x—|—4—|—7x2_x_1.
3 5
Svar: 222 +2x +4 + 2$7+
v —x—1
© _1+Z,(4—i) _|=@Bi-D i - _|2-d|_2—i _ V5 1
3i—1 3i—1 3i—1| [Bi—-1 Vio 2
Svar: —.
V2
T T
733:3.1'4‘?4‘7%271' 4517:?4‘”271'
(a) sin7z = sin (355 + g) <= { eller < «eller
7x:7r—<3x+§>+n27r 1O:c:677r+n27r
T nmT
r=— 1=
28 2
<~ [ eller dar n ar heltal.
3Tt nmw
r=—4 —=
35 5
T nT
r=—+ —
28 2
Svar: < eller dar n ar heltal.
3 nw
r=—+—
35 5
2 = % + n27
1
(b) 4sinzcoszr =1 <= 2sin2rxr =1 < sin2x:§ <= { eller >
20 =m— % + n2mw
"t "
€r = — nim r = — nm
12 12
<= {eller dir n ar heltal.  Svar: < eller dar n ar heltal.
51 n 5T n
€r = — nim r = — nm
12 12




(¢) Eftersom sin?v + cos?>v = 1 och sinv < 0 (eftersom 7 < v < 2) sa foljer att

sinv = —v/1 —cos2v = \/1— 1/ 4 Svar: —2\!.

3. (a) 23x+2 22I+3 2I+2 2CE+1 4I+1 30 <:>
= 4-(2 )3—8( 27)? 421 2.927 2% =4.(27)? - 30 <
<~ 4- (2“7) —12-(2 ) —7-27 430 = 0. Satt t = 2° > 0 sa fas ekvationen
4¢3 — 12t — 7t +30 = 0, t > 0. Provning visar att t = 2 #r en 16sning och poly-

1
nomdivision ger 4> — 12t — 7t +30 =0 <= 4(t — 2) < —t- 5) = 0.

4
15 1 1 15 14+4 5) 3
Pt =0 = t=-dy/ - — =" = t== (cllert =—2 t>0).
1 5 4+4 5 2(661" 5> men > 0)
5
Saledes har vi fatt 2% = 2 eller 2* = 3 Anviénder vi injektiviteten hos In sa fas

e 2=2=2" = =1

| 2
° 235:? = ln2m:1n§ = azln2:ln§ = = n(5/2) =
2 2 In2
_ln5—ln2_ln5_
a In2 "~ In2
Inb
=1ell = — —
Svar: = eller x o

(b) Inz &r definierad da = > 0 och In (ac2) ar definierad da = # 0, sa véansterledet ar
definierat da x > 0 For dessa x fas

(Inz)* —In(2?) =1 < (lnz)’-2Ihr=1 < /séitt ln:c—t/ =

= 2-2%-1=0 > t=1£V2 & Inha=1£v2 < z=¢*"2 (och
bada dessa uppfyller forstas villkoret x > 0).

Svar: z = el*V2,
—4
4. f(z) ar definierad da :f > 0 och teckentabellen
—x
x 1 4
x—4 | — - 0 +
l—2z |+ 0 - —
z—4
— /g + 0 -
1—2
visar att olikheten géller da 1 < x < 4. For dessa z fas att y = In :f —
—4
<:>ey:f — 1-2)e=0—-4 <= /-2 =0—-4 <
—x
e’ +4 . .
— z(+1)=e'"+4 <= =z = ) dvs ekvationen y = f(z) har hogst en
e
Y44
16sning for varje y vilket visar att f dr injektiv och att f~1(y) = ey 1— T
e
e’ +4

Svar: Dy ={z:1 4 ) = .
var: Dy ={x: 1<z <4}, f(x) ]



T —iT 2ix —2ix 642J3 + 6—41.73

5. sinxsin2x cos4x = / Eulers formler / = S ,6 R ,6 . =
21 21 2
— _é (672'35 + e—?ix _ 652':1: _ e—5ix _ 632'3: _ e—3ia: + eiac + e—im) —
B 1 €7im + 6—71'33 €5im + 6—51'3: e3z’m + 6—31'3: N eix + e—iw -
4 2 2 2 2 N

= _Z(COS Tx — cosbx — cos 3x + cos ).

Av detta foljer att 4sin x sin 2x cos 4x = cos 3x + cosbxr <
<= —cos7x + cosdx + cos3x — cosx = cos3x + cosdbr <= cosTx +coszr =0 <—

cosTx = —cosx <= cosTr =cos(z+7) <= To==x(z+7)+n2r <
T onm
6x = m+ n2w ‘T:g*‘?
<= ( eller <= (eller dar n ar heltal.
8x T+ 2nmw T + nr
—_ — r=—— -
8 4 1
Svar: sin x sin 2z cos 4z = Z(_ cos Tz + cos bz + cos 3x — cos ).
T nm
==+ —
6 3
Ekvationen har I6sningarna < eller dar n ar heltal.
T, T
r=——+4+—
8 4

6. (a) €™ =cosx +isinz di z &r reellt.

(b) —1 —3i = V10 <—\/11>0 _ j’lio) — V10(cosz + isinz) = V10,

CcosT = —
dar

@)

tanxz = 3
— . .
singr = ———— x ligger i 3:e kvadranten

V10

&= 2 = arctan 3+ 7+ 2n7 diir n dr heltal. Saledes ir —1 — 3i = /10 ¢!(7Harctan3)
t.ex.

Svar: V10 ei(7r+arctan 3)‘
. 3w m 37w 31w
(c) arccos | sin —— | = arccos | cos | — — —— | | = arccos [ cos [ ———— | | =
12 2 12 12

31w i i
= arccos | cos | ——— + 27 = arccos | cos [ —— = arccos | cos | — =
12 12 12

= rsom T/ = .
efterso 5 5

Svar: —.
var: o



N N
7. Allmiint ar Y > " a(n, k) Z (k,k) +a(k+1,k) + - +a(N, k) =
( 0 ,0) +ka((170)k+ +a(N )) (a(1,1)+a(2,1)+---+a(N,1))+---+a(N,N) =
0) + (a(1,0) + a(1,1)) -+ (a(N,0) + a(N,1) +--- + a(N,N)) =

S

s

figur nedan (man summerar radvis istéllet for kolonnvis).)

7

(
N
(a(k,0) + a(k, 1) + -+ +a(k, k) = > a(n, k).

I
EM%

WE
I/\ﬁMZ

a(n, k) betyder att man summerar alla a(n, k) dar n och k ar heltal sadana

=0
0

c—f‘??‘

<N k <n < N, vilket dven kan beskrivas av att 0 <n < N, 0 <k <n, se

n
N
N k
Sﬁecﬁllt fas da att .o
2 (- he O’f“ (i) s

N
= / Binomialutveckling / Z 1—z)"

/geometrlsk summa, l:a term = 1, kvot = (1 —2) # 1 och N + 1 termer/ =
x-

1—(1— )N
1-(1-2x)

=1—(1—-2)V

Svar: 1 — (1 —2)V L,



