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Dugga 2 i Matematisk grundkurs
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Inga hjalpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 podng. For godkant betyg (G) riacker 9 podng. Podngen pa
godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hamta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas via
e-brev.

1. (a) For vilka x ar 2° + 2% > 227

1 1
(b) Berikna summan 49+7+1+? +F =50

(¢) Visa att polynomet p(x) = z* + 1 saknar reella nollstillen.

1
2. (a) Beradkna tan { arcsin — |.
(®) ( \/5>

(b) Finn alla 16sningar till ekvationen cos 2x = cos (3 — 4x).

1
(c) Los ekvationen cos® z = 5 + sin® z.

3. (a) For vilka reella x giller e + 4e™* = 47
(b) Los ekvationen In(3 —z) = In(1 + z) + In(2z — 1).

4. Bestdm definitionsméangden och (om méjligt) inversen till f(z) = In (\/7 —1In(1+ 2x)>

5. Finn alla z € C sa att (iz)° + 32 = 0.

5
6. Los ekvationen arctan 4z = arctan <_ﬁ> — arctan x.

7. For vilka x géller att 2(1 — cosx) Zsin kx = sinnx + sinz — sin(n + 1)z {or alla

k=1
positiva heltal n?



Losningsforslag
1. (a) Faktorisering ger
Pra?>20 & 2P+ -20>0 & z(@P+r—-2)>0
& z(z+2)(z—-1)>0
och en teckentabell visar att detta galler precis da —2 < x < 0 eller z > 1.

(b) Geometrisk summa med kvoten 7'

1 _39 173 343 - 7730
91 +7"+ -+ 7 ):49~1_7_1: 5 :
(¢) Reella nollstillen, si z € R. Eftersom z* > 0 sa maste p(x) > 1. Alltsa kan p(z)
aldrig bli noll. Reella nollstéllen saknas.
343 — 7730
6

Svar: (a) —2 <z <O0ellerz > 1 (b) (c) Se ovan.

1
2. (a) Eftersom v = arcsin —= €]0, 7/2] kan vi ur en hjélptriangel finna att cosv =

V5

1
och darmed att tanv = 3

Sl

(b) Ur enhetscirkeln ser vi att
cos(3 —4x) =cos2x <& 3 —4dr+42mn =122

vilket leder till tva fall. Fall 1:

3—4dx+2mm=2x & O6r=3+2mn & x:%—k%.
Fall 2:

3—4drx+2tn=—-2x & 2r=34+2tn & x:;—i—wn.

Har ar n € Z ett godtyckligt heltal.
(c¢) Vi erhaller

2 1 .9 ) .9 ) 1
COS :U:§+sma: & 2-—2sin“x=1+42sin“z <& sin x:Z
1
& i =+—.
sin x 5
Tva fall alltsa:
5
sinxzé = x:%+27mellerx:%+27m
och
i N T 4 omnell [
sing = —— T =—— mn eller x = — ™.
2 6 6
1 1 3
Svar: (a) 5 (b) 5t % eller 5t (c) Se ovan.



3. (a) Det foljer att
e Hde" =4 & e —4e" +4=0.

Lat t = e*. Da maste t* — 4t +4 = (t — 2)* = 0, vilket endast ¢ = 2 uppfyller.
Alltsa ar e* = 2, eller ekvivalent, x = In 2.

1
(b) For att alla ingaende uttryck skall vara definierade maste 5 <z< 3. Om detta

ar uppfyllt ar ursprungsekvationen ekvivalent med
nB—2)=h((1+2)2r-1) < 2*+1-2=0 & =1

eftersom x = —2 ej uppfyller villkoret.
Svar: (a) x =1n2 (b)yx =1

4. Vi borjar med att bestamma den storsta mojliga definitionsmangden. Kraven som

1
maste gilla &r att 1 + 2z > 0 samt v/7 — In(1 + 2z) > 0. Alltsa méste = > —3 och

1
Vi-ln(1+220)>0 & ">1+42 o 5(M—l) >
eftersom In &r strangt vaxande. Saledes ges Dy av de z € R sa att

1 1
—§<l'<§<€ﬁ—1>

Lat y € R. Da galler att
y=In(v7—-In(142z2)) = exp(y) =V7—In(1l+2z)
= 1+ 2z =exp(V7 — exp(y))
= z= L <eXp(\ﬁ —exp(y)) — 1) .

2
Eftersom vi bara har ett alternativ ges inversen av
1
@) = 5 (exp(V7 = exp(@) — 1).

1 1
Svar: Df:{a:ER:——<x<—<e‘ﬁ—1>},f_1(x):

> ; (exp(vV7 - exp(x) — 1)

N —

5. Vi formulerar om lite:
0=(i2)°+32=142"+32=i(z> — 32i) & 2°=32i=2%"2
Lat z = re® dir r > 0 och § € R. Da maste r° = |2°| = |32i| = 2°,sar = 2dar > 0.
Vidare giller att arg(z°) = 50 = arg 32i = /2 + 27n, sa

T T 2mn
50 5 +2m < 0 0 + 5



De z som loser ekvationen ges alltsa av

z = 2! (m/10+2m/5) oy — (1,2, 3, 4.

Svar: z = 2¢/(7/10+2m/5) oy — (. 1,2,3, 4.
. Da arctan ar udda galler att

5% 5%
arctan 4z = arctan 11 —arctanx < arctandz+arctanx = — arctan 1)

Eftersom arctan ar en striangt vaxande funktion sa ar hogerledet strangt avtagande
och vénsterledet strangt vixande. Kurvorna kan alltsa hogst passera varandra en
gang. Eftersom vi direkt kan se att detta sker vid x = 0 sa &ar detta den enda
16sningen!

Alternativt argument. Ekvationen medfor att (efter att vi tar tan pa bada sidor och
anvénder formeln f6r dubbla vinkeln)

tan(arctan z) + tan(arctan 4x) ; . Sx
= tan | —arctan | —
)

1 — tan(arctan x) tan(arctan 4z 11
eller
Sor. b
1—4z2 11
Hir ser vi att © = 0 eller 1 — 42* = 11 maste gilla. Men 42® = —10 saknar reella

16sningar sa x = 0 ar enda mojligheten.

Svar: z = 0 enda losningen.

. Vi borjar med att forsoka rakna ut summan. Vi Euelers formler kan vi skriva

i sin kx = i Im (ei’“) =Im i etk
k=1 k=1 k=1

Summan vi nu tar imagindrdelen av &r en geometrisk summa med kvoten €. Vi
raknar ut denna:

noo noo i(n+l)z _ 1 mz _ giln+l)z _ iz 1
ikx ik € € € e’ +
ehr — 11N et — 142 T oy . . :
; kZ:O ew — 1 2 — T — o

dir vi har forlingt med konjugatet. Likheten giller sa linge e # 1. Namnaren kan
skrivas om som 2 — 2 cosx, och vi erhaller da

e — gilntl)z iz 4 ] sinnx — sin(n + 1)x — sinx
Im( -1+ =

2 —eir — i 2(1 — cos )



Alltsa maste
2(1 — cosx) Z sin kx = sinnx — sin(n + 1)z —sinx
k=1

savida inte € = 1. Men detta hinder precis da x = 2kn for nagot k € Z, och da
ar cosx = 1 och alla sinus-termer i vansterledet lika med noll. Likheten géller alltsa
aven da. Vi har nu visat att likheten galler for alla x € R.

Svar: alla z € R.



