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1 Bakgrund

Detta dokument ar en liten sammanfattning av en del grundlédggande begrepp i linjar algebra.
Fokus ar pa tva och tre dimensioner, dven om de flesta resultaten (kryssprodukten undantagen)
generaliserar till flera dimensioner naturligt. Innehallet i dokumentet ar inte pa nagot sétt
fullstdndigt, och sédkerligen har en hel del fel smugit sig in i det hela, sa ldsaren uppmanas att
vara pa sin vakt. Kritik, kommentarer och réittelser mottages tacksamt i form av e-post eller
dylikt. Dokumentet ar i hogsta grad "levande” och uppdateras sa fort jag kommer pa nagot.
Detta dven om det tog 7 ar att uppdatera sedan senaste revision...

2 Matriser

Matris: En matris A = (a;j)1<i<m,1<j<n har m rader och n kolonner (dvs mn element, i
beskriver raden och j kolonnen). Matriser skrivs ofta som, t ex,

G111 G2 . . . . o o 01 0 1
A= |fL21 a22‘| s dar a1 = 0,@12 = 17(121 = 3,@22 = 4, A= [2 ?;| eller (2 3> .
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Diagonal: Diagonalen i matrisen ar diagonalen fran 6vre vanstra hornet till nedre hégra hornet.
Se dven diagonalmatris.

Matrisaddition: Addition sker termvis. Exempelvis

a b L (e f\ _ f(a+e b+ f
c d g h) \c+g d+h)’
Det kravs att matriserna har samma dimension!

Multiplikation med skalir: Aven detta sker termvis, ex.
NG by  [Aa Ab
c d]  \ e M/’

Matrismultiplikation: For att produkten AB av tva matriser A och B skall vara definierad
maste antalet kolonner i A vara lika med antalet rader i B. Dimensionen for AB blir lika manga
rader som A och lika manga kolonner som i B. For att rakna ut elementet c;; pa rad ¢ och
kolonn j i produkten AB sa multiplicerar vi "termvis” rad 7 i A med kolonn j i B:

Cz‘j = aﬂblj + CLZ'Qij + -+ (lmbnj.

Om A har dimensionerna m x n och B har dimensionerna n x p, sa far AB dimensionerna m X p.

biy b1z | b1z |-+ by ...
ailr Q12 Q13 -+ Q1p p C11 Ci2 Ci3 Clp
Q21 Q22 Q23 -+ Q2p bar bap | Doz | - b2p Co1 Cog | Co3| -+ Cop
a3zp Qag2 AaAzz - A3p . bs1 bga | bgs |-+ Dbsp = €31 C32 C33 - C3p
Am1 Am2 Qpz - A C C C e C
m m m. mn bnl an bn3 bnp ml m2 m3 mp

Kommuterar: Tva matriser A och B ségs kommutera om AB = BA. Detta géller inte i
allménhet, &ven om bada produkterna skulle vara definierade.



@ Matrisregler
Sats. Foljande galler da uttrycken ar definierade:

A+B=B+A

A(BC) = (AB)C.

(M)B = A(AB) = A\(AB).

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
AMA™ = A™T™ om m,n ar icke-negativa heltal.
(A™)™ = A™ om m,n ar icke-negativa heltal.

& O > 89 =

Transponat: “Byter plats” pa rader och kolonner i en matris. Matrisen A’s transponat skrivs AT
(eller At) Om B = AT sa ar bij = Qyj;-

-

g Transponatregler
Sats
1. (A+B)T = AT + BT
9. (AB)T = BT AT
3. (AA)T = \AT
4. (AT = A

2.1 Speciella matriser

Diagonalmatris: En diagonalmatris ar en matris som bara har element pa diagonalen:

d 0 0 --- 0
0 do 0 --- 0
0 0 dg --- O
o0
o o o0 --- d,
Enhetsmatris: Enhetsmatrisen E dr diagonalmatrisen med dy = dy = --- = d,, = 1. Ibland

aven kallad I.

Kvadratisk matris: En kvadratisk matris har samma antal rader och kolonner, dvs dimensio-
nen n X n.

Symmetrisk matris: En symmetrisk matris A dr sddan att AT = A. Dvs matrisen dr symmet-
risk kring diagonalen. En symmetrisk matris maste vara kvadratisk.

Invers: Inversen till matrisen A, om den existerar, 4r en matris A~! sddan att
AAT = ATTA=F.

Observera dven att det rdcker att kontrollera "en riktning”: om A och B ar kvadratiska matriser
(samma dimensioner) sa ar AB = E om och endast om BA = E' (ej uppenbart). Observera &ven
att matrisen nodvandigtvis ar kvadratisk for att kunna vara inverterbar.

Ortogonalmatris, ON-matris: En ON-matris A ar en matris dar kolonnerna utgér en ON-bas,
dvs da kolonnerna ar parvis ortogonala och normerade. Matrisen A &r en ON-matris om och
endast om A~ = AT,



3 Vektorer

Punkt: En punkt ar en specifik plats i rummet (eller planet) som beskrivs av sina koordinater:
P = (a,b,c).

Vektor: En vektor har en langd och en riktning. Placering spelar ingen roll. Vektorn beskrivs ofta

av en koordinatvektor (matris): <u1 Uy ... un) . Man brukar skriva vektorer i koordinatform
med kolonnmatriser. Koordinaterna eller komponenterna i vektorn brukar tolkas i nagon bas
(underforstatt eller explicit).

Vektor mellan punkter: Om P, = (ay,b1,c1) och Py = (ag, by, cy) ar punkter sa ges vek-
- ., .
torn P P, fran P; till P, av

N N a2 —
P,Po=0P,—OP, = | by— b,
Co — C1

Ortsvektor: Varje punkt P definierar en ortsvektor OP frén origo (punkten O = (0,0,0)) till
punkten P. Koordinatvektorn for O? ar alltsa bara punktens koordinater.

A\ Punkter och vektorer
Observera att det &r skillnad pd en punkt och en vektor! Aven om punkten kan tolkas
som en ortsvektor i manga koordinatsystem &ar det helt olika objekt. Punkten &r fixerad i
rummet medan vektorn inte ar det. En vektor har endast langd och riktning!

Langd: Langden péa en vektor u betecknas med |u| och berdknas som

]ﬁ\:\/u%—l—u%jt---—l—ufl.

Parallella: Tva vektorer u and v ar parallella om det finns en konstant A sa att u = A\v.

Normering: Nar man normerar en vektor u hittar man en parallell vektor v som har langd ett.
Oftast gors detta genom kalkylen v = (1/|ul)u.

Enhetsvektor: En enhetsvektor ar en vektor som har lingden ett (en normerad vektor).

Nollvektorn: nollvektorn ir en vektor med alla element lika med noll, skrivs 0. Det bér framgé
av situationen vad 0 har for dimensioner.



3.1 Mangder av vektorer

i

Linjarkombination: Om vy, vs, ..., v, ar vektorer och A\, o, ..., \, ar konstanter, sa
kallas

17:>\1171+)\2172++)\n17n

en linjarkombination (av dessa vektorer).
Linjart beroende: Mangden {vy, vs, ..., v,} ar linjart oberoende om och endast om

A01 + AoUg + -+ -+ A0, =0

enbart for A\{ = Ay =--- = \,, = 0.

Specialfall:

e 'Tva vektorer ar linjart beroende om och endast om de ar parallella.

e Tre vektorer ar linjart beroende om och endast om de ligger i samma plan eller pa samma
linje (alla tre parallella).

e Fler vektorer &n dimensionen pa rummet ar alltid linjart beroende (tre vektorer i planet,
fyra i “vanliga” rummet).

Spanner upp: En mangd {vy, s, ...,0,} av vektorer sdgs spanna upp en (linjar) méangd (ett
plan eller ett rum t ex) om alla vektorer i denna méangd ar linjairkombinationer av v;, i =
1,2,...,n.

Orientering: En vektortrippel (u,v,w) (tre vektorer i en viss ordning) kallas for ett positivt
orienterat system om den minsta vridningen som for 6ver u pa v sker moturs sett fran spetsen

pa w.

Bas: En bas dr en méngd linjart oberoende vektorer som spanner upp rummet (eller planet). I
rummet behévs tre vektorer och i planet tva stycken.

Dimension: Dimensionen {or ett vektorrum ar antalet vektorer som finns i en bas for detta
rum. T ex ar dimensionen for ett plan tva och for det vanliga "rummet” tre.

ON-bas: I en ON-bas ar basvektorerna parvis ortogonala och normerade (har langd ett):

él‘égzél'égzég'égzo

je1] = [ea] = [es| = 1.

— T . . o — — —
Vektor, koordinater: En vektor u = <u1 Us u3> tolkas som koordinaterinagon bas {€é, €z, €3}
U= U,lél + Ugéz + Ugég.

Om inget anges tolkas koordinaterna i en positivt orienterad ON-bas.



3.2 Funktioner av vektorer

Skalarprodukt: Skaldrprodukten u - v av tva vektorer u och v definieras av
u-v = |ul|v]cos ,

dar o ar vinkeln mellan u och v. Skaldrprodukten &r ett

tal (en konstant). Om vektorerna dr givna i en ON-bas s M
kan produkten berdknas som
UV = UV + UV + ** + UpUy, c — >
u
T T
dar v = (u1 Uy - - un) och v = (vl Vg = - vn) )
@ Regler for skaldarprodukten
Sats
l.u-v=0v-u
2. (W+0) - W=u-W+7-
3. (\@) -0 = A\ - D)
4. |u| = vu - u.
5. % -0 =1u'v (vanlig matrismultiplikation).

Ortogonala vektorer: Tva vektorer u och v kallas ortogonala om skalarprodukten ar noll,
dvs u - v = 0. Skrivs ofta u L v. Ténk vinkelrdta da

0=wu-v=lul|v|cosa = a= g (+km),

o
=

=

N
=)

2 |

(ortogonal)Projektion: Projektionen av en vektor u pa en vektor v ar en tredje vektor w
parallell med v: w = A\v, dar

(41
IS
(4

u -

A= —

Rl
4

B

Observera att u — w ar ortogonal mot ©.

Ibland skriver man att man delar upp u i w = u;; + uy, dir u,, ar parallell med en given
vektor v och u, ar ortogonal mot v. Alltsd blir u,, projektionen av u pd v och u, = u — uy,.

N

|

¥

ﬁ// v



Kryssprodukt: Kryssprodukten av tva vektorer u och v existerar endast om u och v har
tre koordinater (vektorer i R%). Kryssprodukten ér ortogonal (vinkelrdt) mot bade u och v
(samtidigt) och ges av

[ Uz V2 ] “
- - Uz U3
I A T Ua¥s = V23 iixv v
UXv=|up us ug|l=|— I U3V — UIV3
V1 Uy U3 U1V — UV
up v 5
| U2 V2 u
@ Regler for kryssprodukten
Sats.
l.uxv=—-vxu
2. (A\u) x v =1ux (Av) = N u x v)
3. (U4 V) XW=uUXwW+0Xw
4. X (V4 W) =aXT+a X W
5. uxu=0
6. (wxv)-u=(uxv)-v=0
7. |u x v| = |u||v|sin o, dér o ar vinkeln mellan @ och .
8. Langden |u x v| kan tolkas som arean av det parallellogram som spanns upp av
vektorerna u och v.
9. (u,v,u X v) &r ett positivt orienterat system.
10. Om % och  &r parallella dr u x v = 0.

4 Linjara ekvationssystem

Ett linjart ekvationssystem

a11x + a12Yy + a132 = b1
a1 + agy + azzz = by

asz1 T + as2y + azz3z = bg

kan skrivas med matrisnotation som

B ann a2 aiz\ b1 xr
A’l_L = b, dar A= asg1 Q92 Q93| , b= bg och u = Yy
az1 a3z 0az3 bs <

Generaliserar naturligt till fler variabler (eller reducerar till farre for den delen).

Koefficientmatris: Matrisen A ovan kallas for koefficientmatrisen for systemet av ekvationer.

Homogent ekvationssystem: Ett homogent ekvationssystem ar ett ekvationssystem dar b = 0.
Ett sidant har alltid minst en l6sning — den triviala (¢ = 0) — men kan dven ha oéndligt
manga losningar.
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Losningar: Ett ekvationssystem kan ha en, oandligt manga, eller inga 16sningar.

1. En (entydig) 16sning @ = A~'b finns om och endast om A ér inverterbar. Detta
hénder om och endast om det A # 0

2. Om det A = 0 sa finns det inga l6sningar eller odndligt méanga. Los systemet (genom
att introducera parametrar) for att se vilket som ar fallet.

Elementira radoperationer (Gausselimination): I ekvationssystemet ovan kan man sa
klart multiplicera ekvationer med (nollskilda) konstanter, byta plats pa ekvationer, och lagga
ihop en ekvation med en multipel av en annan ekvation. For att gora detta systematiskt anvands

notationen
ailr aiz a3 by

a1 Qg as3| by
asi  asy ass| bz

Malet ar att fa en "triangular” matris s& man enkelt kan hitta 16sningarna:

0 ¢ a3 ds eller CooY + Ca32 = da,
0 0 C33 d3 €332 = d3_

Bakatsubstitution: Ur det sista systemet ovan kan man forst se att z = ds/c33, och genom
att siatta in detta i ekvationen ovanfor kan vi l6sa ut y. Sist kan vi sen sa klart dven l6sa ut x.
Denna process kallas bakatsubstitution.

Berdkning av invers: Vi kan berékna inversen (om den finns) till en matris A = (a;;) genom
gausselimination. Vi sdtter upp systemet

ajp Q12 Q13 1 00
o1 Q92 Q923 010
az;1 azx asz|0 0 1

och utfor elementara radoperationer till vi far

1 00 Ci1 Ci12 C13
01 0 Co1 Cog Ca3
0 0 1jczr c32 c33

Matrisen C' = (¢;;) ar inversen A" till matrisen A. Vi loser alltsd tre ekvationssystem parallellt,
en for varje kolonn.

Underbestamt system: Om det finns fler obekanta &n ekvationer (t ex tva ekvationer som
innehallet tre variabler x, y och z) sa finns det endera inga 16sningar (om ekvationerna motséiger
varandra) eller odndligt manga (s k parameterlosningar).

Parameterlosningar: Om systemet ar underbestamt forsoker man att introducera parametrar
(en for varje saknad ekvation). Man kallar helt enkelt ndgon av variablerna for en parameter,
tex z =t,dar t € R, och anviander sedan detta for att losa ut resten av variablerna med



t ex bakatsubstitution (16sningarna kommer oftast att innehélla parametern ¢). Om systemet
fortfarande &r underbestamt sa introducerar man fler parametrar, t ex y = s, s € R, och forsoker
16sa hela systemet igen. Ett par exempel pa hur 16sningar kan se ut:

T —1 0 —1 T —1 0
yl=1|2|+s|1]|+t] 0], s, teR eller yl=12|+t]|1]|, teR.
z 3 1 1 z 3 1

Observera att det forsta fallet &r ett plan och att det andra ar en linje!
4.1 Minsta kvadratmetoden

Overbestamt ekvationssystem: Om man har fler ekvationer én obekanta ér det oftast sa
att det inte finns en exakt l0sning, men man kan hitta en 16sning som “ligger nidra” genom att
anvanda minsta kvadratmetoden. Exempelvis skulle vi kunna ha

B air Q2 T B b1
Az =0 dir A= ag1 G99 |, T = ($l> och b= bg

2
a31 a3z b3

Minsta kvadratlosning: Minsta kvadratlosningen x till systemet ovan ar den vektor som gor
att "felet”

F=AT —b

blir sé litet som mojligt (i meningen att lingden |7| blir s& liten som méjligt).
Observera foljande.

1. Losningen uppfyller att 7 ar ortogonal mot Az
(r- Az = 0). Kontrollera detta nér 16sning &r
funnen.

. —_ T o . —

2. For varje vektor r = <x1 xg) sa ar Ax en

vektor i det plan genom origo som spanns upp

. , r
av kolonnerna i A: )
a1 Q12
Ar =21 |ao | + 22 | axn | . A
asy ase Ax

Minsta kvadratlésningen z ar den vektor som
gor att vektorn Az i detta plan ligger sa nara b
som mojligt.

3. Med andra ord, AZ &r ortogonalprojektionen av b i detta plan.

o

Losningen hittas med hjalp av normalekvationerna.
5. I fallet da systemet faktiskt har en exakt 16sning sd dr denna l6sning minsta kvadratlos-
ningen ocksa, och 7 = 0.

10



@
Normalekvationerna: Man finner minsta kvadratlosningen genom att losa normalekva-
tionerna: -
AT Az = ATb.
Detta ger ett kvadratiskt system med en symmetrisk koefficientmatris. Systemet har en
entydig l0sning.

5 Basbyten

Basbytesmatris, transformationsmatris: Lat {é1, e, &3} och {f1, fo, f3} vara tva baser for
_ T - T - T

rummet. Om f; = (:pl Y1 21> , fa = (Q]’Q Yo 22) och f3 = (mg Y3 23) ar koordinater i

basen e kallar vi matrisen T_,. for basbytesmatrisen (eller transformationsmatrisen) mellan

dessa baser:

1 X9 I3
Tf—>e =1Y Y Y3
21 X2 Z3

T
Matrisen T%_,. byter bas ifran basen f till basen e. Om u = (a b c) ar given i basen f, dvs
u=afi+bfo+cfs,
sa far vi motsvarande vektor u i basen e genom att rakna ut matrisprodukten 7'_, u:
Ticu = aey + Beg + ves,

T
sa u = (oz 15} 7) i basen e. Salunda, om %, ar vektorn u’s representation i basen e och uy i
basen f har vi alltsa sambandet

ﬂe = Tf_mﬂf eller ﬂf = Te%fﬁe.

Observera har att T, = (Ty—e) "' dven Ty = (T, y)~ " géller sa klart. En basbytesmatris
ar alltid inverterbar (varfor?).

6 Determinanter

Determinant: Om A ar en 2 x 2 matris ges determinanten av

ai; a2
ag1 A2

det(A) =

= a11Q22 — A21Q12.

T
Tolkning: | det(A)| ar arean av det parallellogram som spanns upp av vektorerna (an a21>

T
och <&12 a22> .

11



Om A ér en 3 x 3 matris ges determinanten av

@11 a2 13
det(A) = |agy age ass| = / Sarrus regel /
31 dz2 (33

= Q11022033 + Q12023031 + G13G21032
— <a130226l31 + a11a23032 + a12a21a33).
Tolkning: | det(A)| dr volymen av den parallellepiped som spénns upp av kolonnerna i A. Tecknet

(plus eller minus) pa det A avgor om kolonnerna (lasta fran véanster till hoger) utgor ett positivt
eller negativt orienterat system.

@ Regler for determinanter
Sats.

1. Om tva kolonner (rader) i A ar lika sa ar det A = 0.

2. Om en kolonn (rad) i A bestar av nollor sa &r det A = 0.

3. Om alla element i en kolonn (rad) multipliceras med ett tal A sa multipliceras
ocksa det A med .

4. Man kan lagga ihop rader med multipler av andra rader eller kolonner med multipler
av andra kolonner utan att andra determinanten.

5. Byter man plats pa tva rader (eller kolonner) sa andras bara tecknet pa determinan-
ten.

6. det A &r en linjér funktion av varje kolonn (rad).

7. En matris A r inverterbar om och endast om det A # 0, och det A~! = 1/ det A.

8. det AT =det A

Vi kan sammanfatta egenskaper for matrisen A.

@ Foljande pastdaenden om matrisen A ar ekvivalenta
Sats.
1. A ar inverterbar.
2. det A # 0.
3. Kolonnerna i A ar linjirt oberoende.
4. Raderna i A &r linjért oberoende.
5. Ekvationssystemet AZ = 0 har enbart den triviala lésningen (z = 0).
6. Ekvationssystemet AZ = b har en entydig 16sning for alla b.
7. Noll (A = 0) &4r inget egenvérde till matrisen A.

7 Linjer & plan

Linje: En linje kan skrivas pa (minst) tva satt.

1. Parameterform. Givet en punkt P pa linjen och en rikiningsvektor v som pekar i linjens
riktning:

12



T =a+tvn
:O?—l-tl_) eller y=b+tvy, ,teR,
z =c+tug

SIS
<l

dér P = (a,b,c) och v = (vl Uy Ug)T. P

2. "normalform”. Om man lser ut ¢ ur de tre ekvationerna ovan far man en dubbel likhet:
r—a y—b z-c

t= = ,
U1 V2 U3

forutsatt att alla v; # 0, ¢ = 1,2,3. Ob- , -
servera att det kravs tva ekvationer (”lik- -
heter”); dessa ekvationer beskriver tillsam-
mans skdrningen mellan tva plan. I planet P
(tva dimensioner) ger sambandet ovan den -
vanliga y = kx + m formen for linjen.

<l

Plan: Liksom linjer kan ett plan i rummet beskrivas pa (minst) tva sétt.

1. Parameterform. Givet en punkt P i planet och tva icke-parallella vektorer u och v parallella
med planet (“ligger i planet”):

T Tz =a+ sup +tvy
yl = O?—I—sz}l—tz_) eller Yy = b+ sus + tvg v
z z =c+ sus + tvs <V
T P u
dar P = (G, b, C), U = (Ul U9 U3)
T

och v = (v1 Vg vg) )

2. Normalform. Om normalen n = (A B C’)T till planet ar given kan planet skrivas
Ax+ By +Cz =D,

dar D ar en konstant som bestdmmer forskjutningen fran origo i normalens riktning (D = 0
ger ett plan genom origo). For att bestimma D séitts en punkt i planet in i ekvationen
ovan (dvs (z,y, z) = (a,b, c)). Detta kan utnyttjas direkt:

ﬁ(@ y z)T—P>— g - ZiiZ —0. L_l

C) \z—c
Ifran denna likhet ser vi att planet bestar av (}ia Y, 7)
de punkter (x, y, z) s& att vektorn mellan P p /
och (z,y, z) ar ortogonal mot normalen till
planet.

13



7.1 Hitta planets ekvation

Tre punkter: Om vi har tre punkter P;, P, och P; och soker det plan som innehaller dessa

skapar vi forst tva vektorer parallella med planet, t ex PiP, = P, — P, och PLP; = P; — P.
T

Normalen n = (A B C) till planet fas genom kryssprodukten av dessa vektorer (forutsatt

att de inte ligger pa samma linje). Sétt sedan in en punkt i planets ekvation pa normalform for
att hitta konstanten D.

Punkt och linje: Om vi vet en punkt i planet och en hel linje som ocksa ligger i planet, véilj
bara tva punkter P, och P3 pa linjen och gor som i forra exemplet.

Linje och linje: Om ett plan innehaller en linje och ar parallell med en annan, sa kan vi finna
normalen genom att ta kryssprodukten mellan linjernas respektive riktningsvektor (bada dessa
maste sa klart vara parallella med planet). En punkt kan man sedan vélja ifran den linje som
ligger i planet.

7.2 Avstand

Punkt till punkt:

P
Avstandet fran en punkt F till en punkt P; ges °
av langden av vektorn FyP;: R

—
|POP1‘:’P1—P0’.
R

Punkt till linje: Det (kortaste) avstandet fran en punkt till en linje kan berédknas enligt
foljande. Lat linjen L, pa parameterform ges av

r=a-+1tn
y=0b+tvy
z=c+tus

och P = (p07p17p2)'
Projektion: VAlj en punkt R pa linjen (fixera ¢, t ex t = 0).

Skapa vektorn ﬁ = P—R. Projicera ﬁ pa riktningsvek-
T
torn for Lq, dvs pa v = (211 Vg ’U3) . Kalla projektionen
for }?”. Klart ar att R? — ﬁ’ ar ortogonal mot linjen
och att langden av denna vektor ger det sokta avstandet. RP

For att f& fram punkten @) pa L; som ger detta avstand RP — RP
kan vi forst ga fran origo till R och sen fran R till ) lings

vektorn RP’: ol ... I

0G = OR + RP. A e

Har ar Oﬁ och O? ortsvektorer (dvs mellan origo och @
respektive R).

o
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Direkt metod: lat @ = (a + tvy,b + tvg, ¢ + tvz) vara
en punkt pa L; (¢ ar inte kind &n). Skapa vektorn P

mellan P och (). Det kortaste avstandet fas da t valjes sa °
att PQ blir ortogonal mot linjen L, dvs precis da o
RP _
T RP — RP
@-U:(Q—P)-(Ul Vg ’U3) = 0.
Den enda okédnda variabeln &r ¢, 16s ut denna. Detta ger TR — e L
RP Q

punkten @ efter inséttning i linjens ekvation L;. Avstandet
ges av langden av vektorn P() med detta val pa t.

Punkt till plan: Avstandet fran en punkt P = (a, b, ¢) till planet II: Az + By + Cz = D (givet
pa normalform) kan berdknas pa atminstone tva olika sétt.

Projektion: valj en punkt R i planet, skapa vek-
torn RP mellan R och P och projicera denna pa

normalen (A B C)T: ﬁ’ . Avstandet ges av
langden av ﬁ’ . Om man vill finna den punkt )

i planet som ger det kortaste avstandet kan man
ga fran origo till R via ortsvektorn O—}>E och sedan

langs vektorn ]ﬁ’ — ]ﬁ/ (som ligger i planet)
till punkten @. Dvs,

0@2@4&?—@’.

Koordinaterna for 0‘65 ar punkten @ i planet
(kontrollera att @ uppfyller planet IT's ekvation).

Direkt metod: skapa linjen L som gar i nor-
malens riktning (som dérmed ér vinkelrat mot
planet) och som géar genom punkten P:

r =a+tA, :
L: y =b+18, P
z =c+tC.

Vi soker skdrningen mellan L och planet vilket —
vi far genom att 16sa ekvationen Ln
Q

Ala+tA)+ B(b+1tB)+C(c+1tC) = D.

Vi finner ett varde t och satter in detta i L for att
hitta skdrningspunkten (). Avstandet ges sedan

av langden |QP].

Linje till linje: Lat u = <u1 Us Ug)T, v = <U1 U2 U3)T,

T = a;+tug T = ag+ sv;
Li: y = by + tus och Lo: y =by+ svy
z =c +tug Z = C2+ Ssvs
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Projektion: Vi soker en vektor som &ér ortogonal
mot bade Ly och Ly. En sadan ges av krysspro-
dukten mellan linjernas riktningar: n = u x v.

Skapa en vektor (vilken som helst) mellan L;

och Lo, t ex
3 T
w:(al_a2 by — by 01—02) ;

andra val pa t och s gar naturligtvis lika bra
(i fallet ovan tog vi s = t = 0). Projicera w
pa n. Langden av projektionen w’ ger det sok-
ta avstandet. Om linjerna ar parallella fungerar

denna metod inte (varfor?). Projicera istillet di- .-~

rekt w pa riktningsvektorn for nagon av linjerna.
Avsténdet fas fran langden |w — w'|.

Ekvationssystem: Lat P vara en godtycklig
punkt pa L; och @ en godtycklig punkt pa Ls.
Vi skapar vektorn PQ:

as — ay + sv; — tug

@: bg—b1+SU2—tU2
62—01+SU3—tU3

Vi soker s och t sa att F@ blir ortogonal mot
bade L; och Lo, dvs

T
Pﬁ . (Ul U2 Ug) =0
T
Pﬁ . (1)1 V2 Ug) =0
Loser vi detta ekvationssystem finner vi s och ¢

som gor att langden pa vektorn P ger det
kortaste avstandet.

Linje till plan: Lat

T =a-+tu
Ly: y =0b+tus och
z =c+Htug

II: Ar+ By+Cz = D.

Om linjen inte ar parallell med planet blir avstandet noll. Skérningspunkten i detta fall — da
linjen inte ar parallell med planet — kan man hitta genom att sétta in linjens ekvation (pa

parameterform) i planets ekvation pa normalform:

Aa+tuy) + B(b+tug) + C(c+tug) = D,

och 16sa ut t.

Om linjen &r parallell med planet kan vi vélja godtycklig punkt P pa linjen, godtycklig punkt R

i planet, och projicera vektorn ]ﬁ’ pa normalen n = (A B C’) . Léngden av projektionen ger
det sokta avstandet. Alltsa samma situation som avstand mellan punkt och plan.
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8 Egenviarden och egenvektorer

i

Egenvirde, egenvektor: Om u # 0 ar en vektor och A en matris sa att
Au = lu

for nagot tal A sa kallas A for ett egenvdrde till matrisen A och u en egenvektor som hor
till detta egenvirde. Observera att om u &r en egenvektor till A s& ar dven tu det (med
samma egenvérde) for alla ¢ # 0. Vektorn u = 0 &ar aldrig en egenvektor (vilket egenvirde
skulle w = 0 hora till?).

Egenvektorer ar linjirt oberoende: Egenvektorer tillhorande olika egenvarden &r linjart
oberoende. Om A har n stycken olika egenvirden sa finns n stycken linjart oberoende egenvek-

1;0rer.
<>

E

Sekularekvationen: Man kan hitta egenvirdena till A genom att undersoka nér (for
vilka ) ekvationen (A — AE)u = 0 har oandligt manga 16sningar, dvs precis da sekula-
rekvationen ar uppfylld:

det(A — AE) = 0.

8.1 Hitta egenvektorer

Om A\ ar ett egenvéirde for matrisen A kan man hitta samtliga egenvektorer hérande till detta
egenviarde genom att losa ekvationen Au = Au, eller, alternativt formulerat, det homogena
systemet (A — AE)u = 0. Observera att det maste bli parameterlosningar (mojligen med flera
parametrar) da matrisen A — AE ¢j &r inverterbar (varfor?).

Om A = (B for nagon konstant [ och matris B kan man férenkla kalkylerna genom att

lata p = \/f:
det(A — AE) =det(8(B—pE)) =0 < det(B—pukE) =0,

sa losningarna p till ekvationen ar alltsa egenvérderna till B, och motsvarande egenvérden for
matrisen A fas genom att dela med . Observera ocksa att egenvektorerna kan berdknas med B
och u:

Bu=pu < Au=[(Bu=fui=\,
sa egenvektorerna for B tillhorande p ar precis samma som egenvektorerna for A tillhorande
motsvarande .

ON-bas av egenvektorer: En ON-bas av egenvektorer ar ofta onskvard, och kan ibland
konstrueras

1. Om det finns n (f6r en n x n matris) olika (inga dubbelrotter eller vérre) reella egenvirden
sa maste egenvektorerna vara ortogonala "direkt” for att man skall kunna skapa en ON-bas.
Basen skapas genom att man helt enkelt valjer ut en egenvektor till varje egenvarde och
normerar dessa (eller riattare sagt, véiljer ut en egenvektor med lingd ett).
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2. Om nagot egenvérde ar en dubbelrot (eller vérre..) maste man fa lika manga parametrar
som multipliciteten (hur manga ganger egenvirdet upprepas) for att ha en chans att skapa
en ON-bas. T ex om vi till en dubbelrot far egenvektorerna

T 0 —1
yl=s|1|+t| 2 |,
z 1 0

sa sOker vi tva ortogonala vektorer i det plan som spanns upp. Detta kan man géra genom att
T T T
forst rakna ut normalen till planet (n = (O 1 1) X (—1 2 O) = (—2 —1 1) ) och

sedan ta en av vektorerna ovan, t ex u = (O 1 1)T, och rdkna ut v = uxn = (2 —2 2)T
for att hitta en vektor parallell med planet (d v s en egenvektor) som ocksa ar ortogonal
mot u. De tva vektorerna u och v ér ortogonala egenvektorer med samma egenvarde. Om
dessa normeras har vi tva tankbara baselement. Man far sedan kontrollera om dessa ér
ortogonala mot egenvektorer tillhorande 6vriga egenvérden.

i

Diagonalisering: Om man kan hitta en bas (ej noédvandigtvis en ON-bas) bestaende av
egenvektorer sa kallas matrisen diagonaliserbar:

A=TDT™1,

dar T' ar basbytesmatrisen vars kolonner bestar av egenvektorer till A i nagon ordning
och D ar diagonalmatrisen med egenvirden pa diagonalen (i samma ordning som i
matrisen 7).

Om A ar av typ n X n och har n stycken olika reella egenvirden sa ér A alltid diagonaliserbar.
Men aven om A har dubbla (eller virre) egenvarden kan det finnas en bas av egenvektorer,
men for att konstatera detta krdvs en mer noggrann analys (t ex genom att berdkna samtliga
egenvektorer och direkt se om det gar att konstruera en bas).

Potenser av diagonaliserbara matriser: Om A ir diagonaliserbar, A = TDT !, s ir A" =
TD"T! for alla icke-negativa heltal n.

9 Linjara avbildningar

©

Linjar avbildning: En linjdr avbildning F' ar en funktion som for varje vektor « tilldelar
en vektor F'(u) pa ett linjart sitt:

F(au+ bv) = aF (u) + bF(v),

déar a,b ar konstanter och u,v ar vektorer. Definitionsméangder och viardeméangder ar
nodvandigtvis linjara vektorrum.

Avbildningsmatris: Till varje linjar avbildning F' hor en avbildningsmatris A sadan att

F(u) = Au (matrismultiplikation)
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for alla vektorer u (vektorer i F's definitionsméngd, t ex planet eller rummet). Observera att A
beror pa i vilken bas man véljer att beskriva vektorerna i. Man sager ibland att F' representeras
av en avbildningsmatris A.

Konstruktion av avbildningsmatris: Kolonnerna i avbildningsmatrisen A foér en linjar
avbildning I’ ar helt enkelt vektorerna som ges av hur basvektorerna avbildas av F'. Om

ro=r((o))=(5) e re=r(())= ()

sa far vi A (i basen e) genom att konstruera matrisen

(@ by
i ().

©

Basbyte for linjar avbildning: Om A, ar F’s avbildningsmatris i basen e och Ay i
basen f sa géiller sambandet

A, =Tr  AfT.,; (matrismultiplikation).
Om T = T}, byter fran basen f till basen e blir sambanden f6ljande:

A.=TA;T™"  och Ay =T7TAT.

Sammansatta avbildningar: Om F' har avbildningsmatrisen A och G har avbildningsmatri-
sen B sa far avbildningen u — F(G(u)) avbildningsmatrisen AB och @ — G(F(u)) matrisen BA.

Volymforiandring: Om u, v, w ar vektorer och F' har avbildningsmatrisen A sa forandrar F
determinanter pa foljande sétt:

[F(u) F©) F(w)|=(detA)|a v wl.

Egenvirden och egenvektorer for linjara avbildningar: Om F(u) = Au och u # 0,
kallas A for ett egenvdrde for F' och w en egenvektor for F' (tillhorande egenvérdet ). Egenvarden
och egenvektorer for F' ar oberoende av i vilken bas F' representeras, och kan berdknas genom
att studera nagon representation av F' (d v s nadgon avbildningsmatris).

9.1 Egenskaper

Injektiv avbildning: Om F'(u) = 0 bara hinder da u = 0 kallas F' for injektiv (eller ett-till-ett).
Detta innebar att olika vektorer far olika bilder.

Surjektiv avbildning: Om det for varje vektor v finns en vektor u sa att F(u) = v kallas F’
for surjektiv.

Bijektiv avbildning: Om F' ar bade injektiv och surjektiv kallas F' for bijektiv.
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@ Ekvivalenta pastaenden for linjara avbildningar

Sats. Om F' ér en linjar avbildning ar foljande pastaenden ekvivalenta.

1. F ar injektiv.
2. I ar surjektiv.
3. F' ar inverterbar.

Invers avbildning: Om F ir inverterbar och har avbildningsmatrisen A s& ar F'~! ocksa en
linjar avbildning, med avbildningsmatrisen A~!.

<>

E

Isometrisk avbildning: Om en linjar avbildning F' har egenskapen att den bevarar
skalédrprodukter:

F(u)-F(v)=u-v
for alla vektorer w och v kallas den isometrisk. Speciellt innebér detta att F' bevarar
langder: |F(u)| = |u|. Om avbildningsmatrisen A for F' ar given i en ON-bas sa ar F'
isometrisk om och endast om A dr en ON-matris. Vidare géller att en isometrisk avbildning
i rummet maste vara en rotation eller en spegling eventuellt f6ljd av en rotation.

Symmetrisk avbildning: Om F' i nagon ON-bas har en symmetrisk avbildningsmatris A (i
sa fall ar avbildningsmatrisen alltid symmetrisk i alla ON-baser) sa kallas F' for symmetrisk,
och foljande géller.

1. Alla egenvérden ar reella.

2. Egenvektorer till olika egenvéirden ortogonala.

3. Matrisen A kan alltid diagonaliseras (spektralsatsen): det finns en ON-bas f bestaende
av egenvektorer till A, 1at T_,. vara basbytesmatrisen fran denna bas till den gamla.
Matrisen T, ar en ON-matris, s& (Ty—e) ' = (Ty—e)” och

A= Tf—)eD(Tf—w)T>

dér D ér en diagonalmatris med egenvarderna (i "rdatt” ordning i forhallande till T, ).
9.2 Exempel pa speciella avbildningar

Projektion i ett plan: Om vi ldter {f1, f2, f3} vara en ON-bas i rummet dér f, ir parallell
med normalen till planet och fs,fs tva vektorer i planet sa kan avbildningsmatrisen Ay i denna
bas skrivas som en diagonalmatris:

Ap=

S O O
O = O
_ o O

Den forsta kolonnen betyder att f; avbildas pa nollvektorn och de andra tva att fo, f3 avbildas
pa sig sjilva. Om T ar basbytesmatrisen fran basen f till basen e far vi A, = TA;T~1.
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Spegling i ett plan: P4 samma sitt som i projektionsexemplet far vi A, = TA;T~!, dér

—1
A =

o O
o = O
= O O

Rotation i planet (kring origo):
Givet i standardbasen sa ar
A — (cos f —sinf
~ \sinf cosf |’
en rotation dér varje vektor vrids # radianer
kring origo i moturs riktning (positiv riktning).

*70\,

T

Rotation kring linje: Vi kan rotera i rummet kring en fix linje genom origo. Vi nyttjar linjens
riktningsvektor som basvektorn f3 och kan representera

cosf@ —sinf 0

A= |[sinf cosf O
0 0 1

10 Kvadratiska former

Kvadratisk form: En kvadratisk form () & homogent polynom av grad tva, vilket innebér att
Q(x1,22) = anai + a12172 + a0}

eller
2 2 2
Q(x1, T2, T3) = an i + A1201T2 + A13T123 + A22T5 + A23T2T3 + A3375

i tva respektive tre variabler. Att polynomet kallas homogent av grad tvd ar for att varje term
har grad tva. Notera att Q(0) = 0 samt Q(twy,txo, trs) = t°Q(x1, 2o, T3).

@ Matrisrepresentation

Sats. For varje kvadratisk form finns en entydigt bestdmd symmetrisk matris S sa att

Q(z) =27 Sz = (:1:1 T xg) I i; , diar z = (:cl Ty :cg,)T.
Zs3

Kanonisk form: Om A, Ao, A3 ar egenvirdena till S sa kallas

Q) = Myt + Aoy + Asy3
for den kanoniska formen for Q).
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@ Diagonalisering
Sats. Om Q(Z) dr en kvadratisk form Q(Z) = 7 SZ finns en basbytesmatris T’ vars
kolonner ér normerade parvis ortogonala egenvektorer fi, fo, f3 till S s att om z = Ty
galler att
Qs(H) = y" Dy = Myt + Aoys + Asy3

representerar samma kvadratiska form. Mark att @) och @ ér olika funktioner, men
representerar samma kvadratiska form i olika koordinatsystem.

Vardemangd: For en kvadratisk form galler att
)\min‘-,lj’2 § Q(l’) S )\max’x‘Q-
Likhet d& x egenvektor eller 0. Uttrycket Apin dr det minsta egenvirdet och Apma, det storsta.

Kategorisering av kvadratiska former: En kvadratisk form sidges vara:

e Positivt definit: Q(z) > 0 for alla  # 0. Ekvivalent: \py, > 0.

Positivt semidefinit: Q(z) > 0 for alla & med likhet for ndgot z # 0. Ekvivalent: Ay, = 0.

Negativt definit: Q(z) < 0 fér alla Z # 0. Ekvivalent: A, < 0.

Negativt semidefinit: Q(z) < 0 for alla z med likhet for ndgot = # 0. Ekvivalent: Ap.x = 0.

Indefinit: Q(x) antar bade positiva och negativa varden. Ekvivalent Ay < 0 < Apax-

Geometrisk tolkning: Betrakta Q(z) = 1. Om @ &r postivit definit representerar ekvationen
en ellipsoid (eller ellips i 2-D), om @ &r indefinit en hyperboloid (eller hyperbel i 2-D). Om @
ar negativt definit saknas punkter som uppfyller ekvationen, men ekvationen Q(z) = —1
representerar en ellipsoid istédllet. Semidefinita former kréver noggrannare analys. Dessa foljder
kan ses fran den kanoniska formen for ().

11 Differentialekvationer

Ett linjart system av forsta ordningens differentialekvationer med konstanta koefficienter,
exempelvis ett system med tva ekvationer:

{ 7y (t) = anzi(t) + aza(t) + fi(1),
l‘é(t) = A21T1 (t) + (Zggl’g(t) + f2<t),

kan skrivas med matrisnotation som

() = Az(t) + F(t), dir A= <“11 al?) @) = (:}28) och #(t) = (5’31“)) |

G21 Q22

Koefficientmatris: Matrisen A ovan kallas for koefficientmatrisen for systemet (precis som for
linjéra ekvationssystem).

Homogent system: Om f = 0 kallas systemet for homogent.
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Homogena- och partikuldrlésningar: Om z,(t) ar alla homogena losningar och Z,(t) ar en
partikuldrlosning, sa ges alla 16sningar till systemet av z(t) = z(t) + Z,(t).

Diagonalisering: Om koefficientmatrisen A tilliter en diagonalisering, A = T DT, kan vi
utfora bytet y(t) = T~'Z(t). Ekvationssystemet reduceras da till

Ty(t) = ATyt) + f(t) & §t) =T ATy(t) + T~ f(t) = Dy(t) + T~ f ().

Detta diagonaliserade system kan 16sas en ekvation i taget med vanliga tekniker fran envariabe-
lanalysen (integrerande faktor). Sen fas l1osningarna genom = = T'y.

Formel for homogena l6sningar: Om A ar en nxn matris med n olika egenvirden Ay, Ao, ..., A\,
och tillhérande egenvektorer vy, vs, ..., ¥, sa ges losningarna till ekvationen z’(t) = Az(t) av

z(t) = 101 + egTae™t 4 - 4 ¢, Tpet,

dar ¢y, co, ..., c, ar godtyckliga konstanter.

T
Begynnelsevillkor: Om begynnelsevillkor ar givet, t ex z(0) = (a b) , sa satter vi in detta

i ekvationen efter att den allménna l16sningen (med konstanter och partikularlésningar) ér
fullstdndigt bestamd.
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ON-matris, 4
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parametrar, 9
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projektion, 7, 10
punkt, 5

riktningsvektor, 12

sammansatt avbildning, 19
sekularekvationen, 17
skalarprodukt, 7
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transformationsmatrisen, 11
transponat, 4
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ortogonal, 7 vinkel, 7, 8
parallell, 5, 6 volym
spanner upp, 6 parallellepiped, 12
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