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1 Sannolikhetsteorins grunder — Kort repetition

Ett slumpforsok ér ett forsok dér resultatet ej kan forutsdgas deterministiskt. Slumpforsoket
har olika majliga utfall. Vi later Utfallsrummet €2 vara méngden av alla mojliga utfall. En
hindelse ar en delméngd av 2, dvs en méngd av utfall. Men, alla mojliga delméngder av 2
behover inte vara tillatna handelser. For att precisera detta krdver vi att méngden av alla
héndelser (detta ar alltsa en méngd av méngder) &r en sa kallad o-algebra.

o-algebra
Definition. F ar en o-algebra pa €2 om F bestar av delméngder av €2 sa att

(i) Qe F.

(i) om A € F sa kommer komplementet A* € F.

(iii) om Ay, A, ... € F sa ér unionen A U Ay U--- € F.

Det enklaste exemplet pa en o-algebra dr F = {2, 0}, dvs endast hela utfallsrummet och den
tomma méngden. Av forklarliga skidl kommer vi inte sa langt med detta. Ett annat vanligt
exempel #r att F bestar av alla moéjliga delméngder till ; skrivs ibland F = 2%, och kallas
potensméngden av ). Denna konstruktion ar ldmplig nér vi har diskreta utfall. Om ) bestar
av ett kontinuum sa visar det sig dock att 2 blir alldeles for stor for manga tillimpningar.

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsmatt

Definition. Ett sannolikhetsmatt pa en g-algebra F 6ver ett utfallsrum € tilldelar ett
tal mellan noll och ett, en sannolikhet, for varje hiandelse som é&r definierad (dvs tillhor F).
Formellt &r P en méngdfunktion; P: F — [0, 1]. Sannolikhetsmattet P maste uppfylla Kol-
mogorovs axiom:

(i) 0 < P(A) <1 for varje A € F.
(i) P(Q2) = 1.

(iii) Om AN B = 0 sa giller att P(AU B) = P(A) + P(B).




Oberoende
Definition. Tva héndelser A och B kallas oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det &r en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méngder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla 6ppna
intervall betecknar vi med 4. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran pa R.

Algebran Z innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,¢) U (d,00) C R, kom-
plement av sadana méngder, samt alla uppriakneliga unioner av méngder av foregaende typ.
Detta &ar ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en korrekt
definition behovs begreppet.

Stokastisk variabel
Definition. En stokastisk variabel ar en reellviard funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X : Q2 — R.
Mer precist sa kriver vi att X '(B) € F for alla B € 2. Mingden X !(B) definieras
som X 1(B) ={w € Q: X(w) € B} och kallas fér urbilden av B. Miingden bestar alltsa av
alla w € Q som avbildas in i B. Bilden av en delméngd A av §2 betecknas med X (A), och

X(A) ={r € R: X(w) =z for nagot w € A}.

Méngden X (A) ar alltsa virdeméngden for X pa méngden A.
Om X (Q) &ar dndlig, eller bara har uppriikneligt manga virden, sa kallar vi X for en diskret
stokastisk variabel. Annars kallas vi X for kontinuerlig.

Uttrycket X (w) ar alltsa det sifferviirde vi sétter pa ett visst utfall w € Q. Varfor kravet
att urbilden X ~1(B) skall tillhéra de tillitna hindelserna? Det faller sig ganska naturligt,
da X~ 1(B) &r precis de utfall i 2 som avbildas in i médngden B. Saledes vill vi géirna att denna
samling utfall verkligen utgor en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon sannolikhet for
denna samling utfall.

For variabler i hogre dimension fokuserar vi pa tva-dimensionella variabler. Det dr steget fran
en dimension till tva som &r det svaraste. Generaliseringar till hogre dimensioner foljer utan
problem i de flesta fall. I R? dr Borelfamiljen % den minsta o-algebra som innehaller alla 6ppna
rektanglar (a,b) X (¢, d). Generaliserar naturligt till hogre dimensioner.

Flerdimensionell stokastisk variabel

Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel dr en reell-vektorvird funktion (X,Y") de-

finierad pa ett utfallsrum €. (X,Y) avbildar alltsa olika utfall pa reella vektorer; (X,Y): 2 —
R?. Vi kriiver att (X,Y)"'(B) € F for alla B € 4. Algebran F #r méingden av alla tillatna
héndelser. Om (X,Y") bara antar dndligt eller upprikneligt manga vérden sa kallar vi (X,Y)
for en diskret stokastisk variabel. Om varken X eller Y dr diskret kallar vi (X,Y") for konti-
nuerlig.




Definitionen &r analog med envariabelfallet. Observera dock féljande: en situation som kan upp-
sta ar att vi far "halvdiskreta” variabler med ena variabeln diskret och den andra kontinuerlig!

Ve Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel dr en sndll funktion fran € till R".

e Utfallsrummet  kan vara abstrakt, e.g., Q2 = {Krona, Klave}.
e Det dr méngden X (Q2) som bestar av siffror (vektorer av siffror).

e Ibland finns en naturlig koppling mellan Q och X (), sdg om vi kastar en térning och
ridknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse dr en sndll delméngd av €.

e Om A ér en héndelse sa ér X (A) virdemdangden for funktionen X med A som defini-
tionsméngd. Speciellt sa dr X () alla mojliga véirden vi kan fa fran variabeln X.

e Urbilden X~ !(B) av en delmiingd B C R™ bestar av alla utfall w € Q sa att siffran
(vektorn) X (w) ligger i méngden B.

1.1 Beskrivningar av stokastiska variabler

Om X(Q) ar andlig eller upprikneligt odndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktérisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.

Sannolikhetsfunktion

Definition. Sannolikhetsfunktionen px: X () — [0,1] for en diskret stokastisk variabel
definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X (Q).

Den vanligaste situationen vi stoter pa ar att utfallsrummet dr numrerat med heltal pa nagot
sitt sa att py dr en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (nér det finns en naturlig
koppling mellan 2 och X(2)). Ibland &r vi slarviga och ténker oss att px (k) = 0 for siffror k
som ej ar mojliga (px(—1) = 0 om X dr antal 6gon vi ett tarningskast till exempel).

Vissa egenskaper géller for alla alla sannolikhetsfunktioner:

<>

g Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) >0 for alla k € X(Q).

) S px(k)=1.

keX ()

(i) Om A C X(Q) sa éir P(X € A) =) _px(k).

En sannolikhetsfunktion &ér alltsa aldrig negativ, om vi summerar over alla mojliga virden
(alla & € X(Q2)) sa maste summan bli ett, och om vi &r ute efter sannolikheten att fa vissa
viarden pa X sa summerar vi sannolikheten for vart och ett av dessa vérden!



Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen F'x(x) for en stokastisk variabel X definieras enligt sam-
bandet Fx(z) = P(X < z) for alla z € R.

Det foljer fran definitionen att foljande pastaenden géller.

>

g Egenskaper hos fordelningsfunktionen
® Fxl@) - {

0, — —o0,
1, z— +o0.

(ii) Fx(x) ar icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(@)= Y  px(k).

{keX (Q):k<z}

(iv) P(X >z)=1— Fx(x).

(v) Fx(k) — Fx(k — 1) = px(k) for k € X(5).

Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

px (k) Fx(x)

1 11 -—
0.9 0.9 1 —
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1
0.6 0.6 1 —
0.5 0.5 1 —
0.4 041
0.3 0.3+ e—o
0.2 0.2+
0.1 l l I 0.1 ¢

k z
1 2345 1 2 3 45 6 7

Sannolikhetsfunktion px(k) = P(X =k). Fordelningsfunktion Fx(z) = P(X < z).

1.2 Kontinuerliga stokastiska variabler

Tahetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fy sa att

P(a<X<b):/be(x)dx

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns tathetsfunktion.




Exempel:

il

t T
a b a
Skuggad area: P(a < X <b). Skuggad arca: P(X > a) = [ fx(z) dz.
@ Egenskaper hos tithetsfunktionen

(i) fx(x) >0 for alla xz € R.

@)[:fﬂ@dle

(iii) fx(z) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.

.

Vi definierar fordelningsfunktionen Fx(z) pa samma sétt som i det diskreta fallet, och finner
att

Fﬂ@zﬂXgmz/mh@ﬁ, z€R.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dar fx(z)
ar kontinuerlig giller dessutom att Fy(x) = fx(x).
Exempel pa hur en téathetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

fx(v) Fx(x)

0.9 t
0.4 t 0.8 +
0.7 T
0.6 T

0.5 1

J‘
X + + + } + + + + X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Téthet: Hur "sannolikhetsmassan” &r forde-  Fordelningsfunktionen dr viixande och grins-
lad. Skuggad area &r P(X < 2) = Fx(2). viirderna mot £oo verkar stimmal



Vintevirde
Definition. Vintevirdet £(X) av en stokastisk variabel X definieras som

E(X) = /OO zfx(z)dx respektive EX) = Z kpx (k)

— 00

for kontinuerliga och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: u eller px. Vintevardet &r ett lagesmatt som anger vart sannolik-
hetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfor med mekanikens berdkningar av tyngdpunkt).

1.3 Hogre dimensioner

Sannolikhetsfunktionen for en diskret 2D-variabel ges av pxy (j, k) = P(X = j,Y = k).

@ Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) pxy(j, k) > 0 for alla (5, k).

(i) > pxy(ik) =1
7k

(iii) Om A C R?sadir P(X € A) = ZZPXY]a
(J,k)eA

Analogt med en dimension kan man introducera begreppet téithetsfunktion fér en kontinuerlig
2D-variabel.

@ Egenskaper hos den simultana tdthetsfunktionen
(1) fxy(z,y) >0 for alla (z,y) € R?.

ii) /_Z /_Z fxy(z,y)dedy = 1.

(iii) Om A € & (sa A C R? ér sndll) sa ir P((X,Y) € A) / fxy(z,y) dedy.

(iv) Talet fxy(x,y) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per areaenhet i punk-
ten (x,y).

Exempel pa hur en tvadimensionell tathetsfunktion kan se ut. Det &r nu volymen, inte arean,
som ska vara ett.




@ Vianteviarde och funktioner av stokastiska variabler
Sats. Lat Y = g(X) och W = h(Xy, Xs,...,X,). I de kontinuerliga fallen blir

B(Y) = / " )
och

EW) = / . / h(z1, %2, . -, Tn) flzy,..on) (@1, T2,y . . ., Tn) dTy - - - dp.

Det diskreta fallet &r analogt.

Varians och standardavvikelse

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |E(X)| < co. Variansen V' (X) definieras
som V(X) = E((X — F(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras som D(X) = /V(X).

@ Steiners sats
Sats. V(X) = E(X?) — E(X).

For vantevardet géller bland annat foljande regler.




>

g Linjaritet och oberoende produkt
Lat X1, Xs, ..., X, vara stokastiska variabler. Da géller

(i) E (Z cka> = chE(Xk) for alla ¢y, co,...,c, € R;
k=1

k=1
(ii) Om X; och X; dr oberoende giller E(X;X;) = E(X;)E(Xj;).

(iii) V(aX;+b) = a*V(X;) for alla a,b € R;

(iv) V(aX; £ bX;) = a*V(X;) + bV (X)) + 2ab(E(X; X;) — E(X;)E(X;)) for alla a,b € R;

(v) Om Xy, Xy, ..., X, ar oberoende stokastiska variabler ar V' <Z cka) = Z a2V (Xg)
k=1

k=1

for alla ¢q,co,...,c, € R;

A Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna: V(aX + bY) = a?V(X) +
b*V(Y). Vi kommer aldrig att bilda skillnader mellan varianser!

Det foljer att standardavvikelsen for en linjarkombination aX +0Y av tva oberoende stokastiska

. _ /.2 2 2
variabler ges av o,x1py = 1/ @05 + bPoy.

Definition. De marginella tiathetsfunktionerna fx och fy for X och Y i en kontinuerlig
stokastisk variabel (X,Y') ges av

Fxl@) = / [ YR S /_ .

Motsvarande géller om (X,Y) ar diskret:

px() =Y pxy(k)  och  py(k)= ZPX’YU’ k).

-

%@ Oberoende variabler

Sats. Om (X,Y) &r en stokastisk variabel med simultan téthetsfunktion fxy géller att X
och Y &r oberoende om och endast om fxy(z,y) = fx(z)fy(y). For en diskret variabel &r
motsvarande villkor pxy (j, k) = px(j)py (k).




@ Faltningssatsen
Sats. Om X och Y &r oberoende kontinuerliga stokastiska variabler sa ges tathetsfunktio-
nen fy for Z =X +4+Y av

z) = /_00 fx(@)fy(z—x)dz, z€R.

Motsvarande géller for diskreta variabler:

k) = pr(j)PY(k —J)

2 Normalférdelning

Normalfoérdelningen &r sa viktig att den far ett eget avsnitt. Se till att ni verkligen kommer ihag
hur man hanterar normalférdelning, mycket &r vunnet senare om detta maskineri sitter bra.

%f Normalférdelning

Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u, 0?), om

fx(z) = - . exp (—M> ., z€R.

o 202

Om g = 0 och o =1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tathetsfunk-

tionen med
@)= e (-5). seR
) = €ex -, x .
¥ o p 5

Fordelningsfunktionen for en normalférdelad variabel ges av

Ay
exp( —#)> du, x€R,

F
x(@) = 202

oV 2T

och dven hér doper vi speciellt den standardiserade fordelningsfunktionen till

u2
O(x) ex du, xz € R.
\/277/ p( )

@ Standardisering av variabel
Om X &r en stokastisk variabel med E(X) = p och V(X) = 02, sa éir Z = (X — pu)/o en
stokastisk variabel med E(Z) = 0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z fér standardiserad.

5%7 A N(/L,O‘Q)

Om X ~ N(u,0?) sa ér E(X) = p och V(X) = o2




Standardavvikelse eller varians?

I kursboken (Blom et al) anvénds beteckningen X ~ N(u,0), sa den andra parametern &r
alltsa standardavvikelsen o, inte variansen ¢? som vi anvént ovan.

Y
o=0.5
0.40 1
—d--7 x
@ Bruk av tabell for &(x)
Lat X ~ N(0,1). Da giller
(i) P(X <z)=®(z) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — P(a) for alla a,b € R med a < b;
(iii) ®(—z) =1— ®(x) for alla x € R.
Yy Yy Y
T ¢ a b ’ - €z ’
() o(b) — P(a) O(—z)=1— ()
-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestdm P(X <1), P(X <1), P(X < —1),samt P(0 < X <1).
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Direkt ur tabell, P(X < 1) = &(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar det om
olikheterna &r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X <—1)=®(—1)=1—®(1) = 0.1587

och P(0 < X < 1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.

@ Standardisering av normalférdelning

X —
Sats. X ~N(u,0?) & Z=-—"tN(@,1).
g

r-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X| > a) = 0.05.

Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omraderna utgor tillsammans 5% av san-
nolikhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

Y

Om vi soker talet a, och vill anvéinda funktionen ®(z) = P(X < x), maste vi soka det tal som
ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger i den
stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen 6ver ®(x)

varden. Dar finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

@ Summor och medelvirde
Sats. Lat X, Xs,..., X, vara oberoende och X3 ~ N(u,0?) for k = 1,2,...,n. Da giller

foljande:

n . 1 %
X;:ZXkNN(nu,nJQ) och X:ZEZXkNNWaUQ/n)’
k=1 =

Mer generellt, om X ~ N(ug,02) och cg, 1, ..., ¢, € R r

11




Likheten for medelvardet ar intressant da det innebér att ju fler "likadana” variabler vi tar med
i ett medelvéirde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa sédkrare resultat ju fler
métningar vi gor (nagot som kénns intuitivt korrekt). Det dr dock mycket viktigt att variablerna
ar oberoende. Annars géller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader mellan varianser,
utan det som gor att variansen minskar med antalet termer &r faktorn 1/n i medelvérdet:

2

— 1 — 1 - 1 — no? o
v v (A5 ) = L (S < A3 v <17 -2

eftersom variablerna dr oberoende och V(X}) = o2 for alla k.
Nottera dven att satsen faktiskt sdger att summan av normalférdelade variabler fortfarande ar
normalfordelad, nagot som inte géller vilken fordelning som helst (se faltningssatsen).

12



Statistisk inferens

"We have such sights to show you”
—Pinhead |
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3 Begrepp

Vi dr nu redo for att dyka ned i statistisk inferensteori! I sedvanlig ordning bérjar vi med att
definiera lite begrepp sa vi dr 6verens om vad vi diskuterar.

Stickprov
Definition. Lat de stokastiska variablerna X, Xs,..., X,, vara oberoende och ha samma
fordelningsfunktion F'. Foljden X, X, ..., X, kallas ett slumpmaissigt stickprov (av F).
Ett stickprov xi, xs,..., z, bestar av observationer av variablerna Xi, X»,..., X,,. Samt-
liga mojliga observationer brukar kallas populationen. Vi siger att stickprovsstorleken
ar n.

@ Exempel

Antag att vi kastar en perfekt tdrning 5 ganger och att dessa kast ar oberoende. Fore kasten
representerar den stokastiska variabeln X resultatet vid kast k dér alla X, har samma fordel-
ning; vi vet dnnu inte vad resultatet blir, men kénner sannolikhetsférdelningen. Foljden X,
k=1,2,...,5 ar det slumpmdssiga stickprovet.

Efter kasten har vi erhallit observationer xy, o, ..., x5 av det slumpméssiga stickprovet. Dett
ar vart stickprov och bestar alltsa av utfallen vid kasten. Dessa observationer tillhor popula-

tionen. Stickprovsstorleken ar 5.

Virt att notera ar att sprakbruket ibland &r slarvigt dar bade stickprov och slumpmaéssigt stick-
prov anvénds for att beskriva bade foljden av stokastiska variabler och foljden av observationer
(utfall). Det viktiga &r att halla koll pa vad ni sjélva menar nar ni genomfor analyser.

4 Representation av stickprov

Man kan representera statistiska data pa en hel dros olika sédtt med allt fran tabeller till stolp-
diagram till histogram till ladplottar. Las avsnittet i boken om detta. Vi néjer oss med att
titta lite ndrmare pa de verktyg vi kommer anvénda oss av i kursen. Ett mycket vanligt sitt
att visualisera fordelningen for en méngd data dr med hjélp av histogram. Vi genererar lite
normalfordelad slumpdata i MATLAB och renderar ett histogram.

>> U = normrnd(10,3,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> histogram(U); >> histfit (U)

60

80

70 - 50 |

60 | —
40 |
50

40 F 1 30

30+
20+

20 -

10 +
10

0 . _

0 5 10 15 20 %

5 10 15 20

Om vi testar med exponentialfordelning istéllet blir resultatet enligt nedan.
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>> U = exprnd(10,500,1);
>> histogram(U) ;

180

160 F

140

120

100 ¢

80 |

60 |

40 F

20 F

Ett ladagram (boxplot) representerar ocksa materialet, kanske pa ett enklare séitt for den oin-
satte i sannolikhetsfordelningar. Ladan innehaller 50% av resultaten och den vénstra ladkanten
dr den undre kvartilen (25% till vénster om den) och den hogra &r den 6vre kvartilen (med 25%
till hoger om den). Medianen markeras med ett streck i ladan. Maximum och minimum mar-
keras med sma vertikala streck i slutet pa en horisontell linje genom mitten pa ladan. Varden
som bedoms vara uteliggare markeras med kryss ldngs samma centrumlinje.

>> U = exprnd(5,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’); >> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’);
1 % ——————— W+#% + + 1 4+ ————————————————————————— +
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20

Vi kan tydligt se skillnad pa hur métvarden ar spridda. Jamfor &ven med motsvarande histogram
ovan.

4.1 Tva-dimensionell data

Vikan dven ha métvirden i form av punkter (x,y) och den vanligaste figuren i dessa sammahang
ar ett spridningsdiagram (scatter plot) ddr man helt enkelt plottar ut punkter vid varje
koordinat (x;,y;).

>> U = normrnd(10,3,500,2);
>> scatter(U(:,1), U(:,2), ’x’);
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Vi ser fran figuren att vérdena verkar vara centrerade kring (10, 10) och att det verkar fore-
ligga nagon form av cirkuldr symmetri. Stammer det for den bivarata normalférdelningen nér
komponenterna &dr oberoende? Vi kan &ven rendera ett tva-dimensionellt histogram.

>> hist3(U);

Vad géller om variablerna i den bivariata normalférdelningen inte &r oberoende?
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>> mu = [10 10]; rho = 0.90; s1 =1; 82 = 1;
>> Sigma = [sl*sl sl*s2*rho; sl*s2*rho s2%s2]
>> R = chol(Sigma);

>> z = repmat(mu, 200, 1) + randn(200,2)*R;
>> scatter(z(:,1),z(:,2), ’x’);
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Virdena verkar fortfarande vara centrerade kring (10,10) (i nagon mening) men symmetrin
verkar nu utdragen diagonalt. Stdmmer det for en bivarat normalférdelningen med korrelatio-
nen 0.907 Ett histogram kan genereras som ovan.

>> hist3(z);
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Nagot konstigare? Visst.

>> x = (-10:0.05:10); y = sin(x) + normrnd(0,0.25,size(x));
>> scatter(x,y,’x’);
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Vi kan tydligt urskilja sinus-termen och nagot slags brus som gor att det inte blir en perfekt
linje. Kan man fa bort bruset?

5 Punktskattningar

Antag att en fordelning beror pa en okénd parameter 6. Med detta menar vi att fordelningens
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) beror pa ett oként tal , och skriver f(x; 6) respek-
tive p(k; 0) for att markera detta. Om vi har ett stickprov fran en fordelning med en okénd
parameter, kan vi skatta den okdnda parametern? Med andra ord, kan vi gora en "gissning” pa
det verkliga vardet pa parametern 67

%f Punktskattning
Definition. En punktskattning 9 av parametern 6 dr en funktion (ibland kallad stick-
provsfunktion) av de observerade virdena xq, s, ..., oy:

6= g(x1, e, ..., Ty).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel &) enligt

O = g(X1, Xo,..., X,).
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Det &r viktigt att tédnka pa att 0 ir en siffra, berdknad fran de observerade virdena, medan @)
dr en stokastisk variabel. Som vanligt anvénder vi stora bokstéver for att markera att vi syftar
pa en stokastisk variabel. Sambandet mellan 0 och © ir alltsa att § &r en observation av den
stokastiska variabeln ©. Férutom detta dras vi fortfarande med det okinda talet f, som inte ar
stokastiskt, utan endast en okdnd konstant.

N

208 Exponentialférdelning

Betrakta en exponentialfordelning med oként véinteviarde. Formeln &r valkand: for alla x > 0
giller att f(z; u) = p~'exp(u~'z). Parametern 0 ér alltsa vintevirdet p i detta fall. Ibland
anvander man exponentialférdelningen for att beskriva elektriska komponenters livslangd, och

genom att betrakta ett stickprov kan man da uppskatta livslingden for en hel tillverknings-
omgang.

[\ Stokastiskt eller ej?

Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som é&r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:

(i) 6 — verkligt viarde. Okéant. Deterministiskt.

(i) 6 — skattat viirde. Ként (bersknat fran stickprovet). Deterministisks.

~

(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna &r stokastisk!

Sannolikheter som beréiknas bor anvénda sig av © da © beskriver variationen hos 8 for olika
stlckprov Om bara 8 och 6 ingér &r sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).

Sa om vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okdnd parameter, hur hittar vi
skattningsfunktionen ¢? Fungerar vad som helst?

N

@ Exempel

Vid fyra dagar pa en festival gjordes ljudnivamétningar vid lunchtid. Féljande métdata er-
holls: 107dB, 110dB, 117dB, 101dB. Vi antar att métningarna ar observationer av oberoende
och likafordelade variabler med oként vantevarde p. Hur hittar vi en skattning 17

(i) & = 100dB &r en skattning.

(ii) 7t = 107dB (den forsta dagen) dr en skattning.

(ii) @ = (1074 110+ 117+ 101)/4 = 108.75dB (medelvérdet) &r en skattning.
) =

(iv min{107,110,117,101} = 101dB é&r en skattning.

Sa svaret ér i princip "ja,” alla vérden f som #r tillatna i modellen vi betraktar ir punkt-
skattningar. Hur véljer vi da den bésta, eller atminstone en bra, punktskattning? Stickprovsva-
riabeln © #r en stokastisk variabel, sa normalt sett har den en tdthetsfunktion (alternativt
sannolikhetsfunktion). Vi skisserar en téankbar téthetsfunktion for e (tdnk dock pa att O ty-
pisk ér en flerdimensionell stokastisk variabel da 0= 9(X1, Xoy ..., X0)).
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f f €T

0 E(©) 0

Vi vet att § beriknas fran observerade siffror, sa 0 kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet
vi inte om véantevirdet £(O) sammanfaller med det okdnda véardet 6. Sa hur kan vi da avgora
om en punktskattning &ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevdrdesriktighet och

konsistens. Vi aterkommer till dessa nésta foreldsning.

?f Vianteviardesriktig skattning

Definition. Stickprovsvariabeln © kallas véntevirdesriktig (vvr) om E(©) = 6.

Om en punktskattning inte &r véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi

~

definierar detta som skillnaden E(©) — . En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna rétt (tdnk pa de stora talens lag).

W Systematiskt fel; bias
Definition. Om E(@) — 0 # 0 s& séiger vi att © har ett systematiskt fel (ett bias).

5.1 Vanliga punktskattningar

Vissa punktskattningar &r sa vanliga att de ha fatt egna namn. Vi vill ofta skatta medelvirdet
som positionsmatt och stickprovsstandardavvikelsen &r ett vanligt matt pa spridningen.

W Stickprovsmedelvirde

1 n
Definition. Stickprovsmedelvéirdet T = — E x; dr en skattning av stickprovsvintevéar-
n
i=1

1 &
detX:E;Xi.

20



W Stickprovsvarians och stickprovsstandardavvikelse

IR IR -
Definition. Stickprovsvariansen s* = —— Y (z; — 7)? skattar S = —— ) (X; — X)*.
n—1c n=1

Stickprovsstandardavvikelsen skattar vi med med s = v/s2, dvs s ar en skattning av S.

Varfor n — 17 Vi aterkommer till det néista foreldsning.

6 Vilka skattningar ar bra?

Nér vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okénd parameter sa fungerar alltsa
i princip vad som helst som skattning pa parametern. Funktionen g &r saledes godtycklig. Vi
vet att 6 beréknas fran observerade siffror, sa 6 kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet vi
inte om véntevirdet £(©) sammanfaller med det okénda vérdet 6. Sa hur kan vi da avgora om
en punktskattning ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevdrdesriktighet som vi

sag ovan och konsistens.
Om en punktskattning inte dr véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi

definierar detta som skillnaden F ((:)) — 0. En véntevardesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna ratt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill

ocksa girna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

%7 Konsistent skattning

Definition. Antag att vi har en punktskattning o, for varje stickprovsstorlek n. Om det for
varje € > 0 géller att R
lim P(|6, — 0| >¢€) =0,

n—oo

sa kallar vi denna punktskattning for konsistent.

Teknisk definition, men inneborden bor vara klar. Nar stickprovsstorleken gar mot odndligheten
sa ar sannolikheten att skattningen befinner sig ndra det okénda véardet stor. Villkoret for
konsistens kan vara lite jobbigt att arbeta med sa foljande sats &r ofta anvéndbar for att
kontrollera konsistens.

<>

g Ett kriterium for konsistens
Om E(O,) = 6 for alla n och lim V(©,,) = 0 s #r skattningen konsistent.

n—oo

Bevisskiss: Har anviander vi Tjebysjovs olikhet: om a > 0 och X &r en stokastisk variabel sa

1
att E(X) = p och V(X) = 0 < oo, sa géller P(|X — pu| > ac) < —. Om vi later a = €/oy,
a
2
for fixt € > 0 sa erhaller vi P(|© — 6| > ¢) < U—;‘ — 0 dan — oo, eftersom o2 = V(0,,) — 0
€

da n — oo. O]
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0.40 1

Mindre varians fér © medfor att sannolikhetsmassan &r mer centrerad kring vintevirdet (vid
symmetrisk fordelning).

N

@ Exempel
Betrakta exemplet med ljudnivaerna igen, vi hade foljande métdata: 107dB, 110dB, 117dB,
101dB. Vi undersoker skattningarna lite ndrmare.

(i) = 100dB &r en fix siffra och kan varken vara véintevirdesriktig eller konsistent. Dalig
skattning.

(ii) Den forsta siffran &r en observation av den forsta variabeln X i stickprovet. Alltsa
ar M = X;. Eftersom E(M) = E(X;) = p sa ér skattningen véntevérdesriktig. Med
konstant varians oavsett stickprovsstorlek kan den dock inte vara konsistent.

(iii) Medelvérdet ar bade vantevérdesriktigt och konsistent; se nista avsnitt!

(iv) Hér blir det lite klurigare nér vi bildar minimum av observationerna. Vi undersoker ett
specialfall dér variablerna &r exponentialfordelade, sig X; ~ Exp(u). Da giller att (se
avsnittet med ko-teori i TAMS79)

—

M = min{ X3, Xy, X3, X4} ~ Exp(u/4).

o~

Saledes erhaller vi att E(M) = pu/4 # u. Det finns alltsa gott om fall da detta inte &r
en vantevérdesriktig skattning! Gar det att korrigera skattningen?

6.1 Effektivitet — jamforelse mellan skattningar

Sa om vi har tva olika stickprovsvariabler © och ©*, hur avgor vi vilken som &ar "béast”? Om
bada ar vantevardesriktiga och konsistenta, kan man sédga att en &r béttre?
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W Effektivitet
Definition. En skattning © kallas effektivare én en skattning ©* om V(6) < V(0%).

Den stickprovsvariabel med minst varians kallas alltsa mer effektiv, och med mindre varians
kénns det rimligt att kalla den skattningen béttre (om den &r nagorlunda véntevirdesriktig).

7 Momentmetoden

Sa kan man systematiskt finna limpliga skattningar pa nagot sdtt om man kénner till viss
information om fordelningen? Svaret &ér ja, det finns manga sadana metoder. Bland annat
momentmetoden, MK-metoden (minsta kvadrat), och kanske den vanligaste, ML-skattningar
(maximum likelihood). Vi bérjar med att betrakta momentmetoden.

@7 Momentmetoden (fér en parameter)
Definition. Lat E(X;) = p(0) for alla i. Momentskattningen 0 av 0 fas genom att losa

ekvationen p(f) = T.

-‘@’- Exempel
Lat x1, xa, . .., z, vara ett stickprov fran en férdelning med tathetsfunktionen f(x; 6) = fe
for x > 0. Anvind momentmetoden for att punktskatta 6.

—6Ox

Losning: Vi borjar med att berdkna véntevérdet, det vill sdga funktionen p(6). Alltsa,

oo —0x ] >® oo
wu(f) = / 0™ do = [m@e ] —|—/ e =071,
0 —0 0 0

~

Vi léser nu ekvationen () = T, och erhaller da att

0'=7 o 0=

)

Sl

sa lange T # 0. Momentskattningen av 6 ges alltsa av 0 = (7). Vad hinder om 7 = 07?

Om man har flera parametrar da? Hér visar det sig varfor metoden ovan kallas momentmetoden.

Moment
Definition. Lat X vara en stokastisk variabel X. For k = 1,2, ... definierar vi momenten my,
for X enligt my = E(X*).

Det forsta momentet m; ar alltsa inget annat dn vintevirdet for X.
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Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(z; 60,0s,...,0;) bero pa j okénda parametrar 6,6,,...,60; och
definiera m; (61,6, . ..,6;) = E(X"), 1 =1,2,... Momentskattningarna for 6;, k = 1,2,..., 7,
ges av losningen till ekvationssystemet

~ ~ ~ 1 :
mi(é’l,ﬁz,...,@j):Esz, 221,2,,j

Observera att det inte dr sédkert att en 16sning finns eller att 16sningen dr entydig i de fall den
existerar. Vidare kan det &ven intréffa att 16sningen hamnar utanfér det omrade som é&r tillatet
for parametern (i vilket fall vi givetvis inte kan anvénda den).

o

@ Exempel
Lat Xp ~ N(p,0%), k = 1,2,...,n vara ett stickprov. Hitta momentskattningarna for p
och 2.

Losning. Vi vet att E(X) =y och E(X?) =V(X) + E(X)? = 0%+ u?, sa

~

p=1,
1 n
~2 | =2 2
o"+u ==
o is
k=1
Saledes erhaller vi direkt att i = 7. For o2 dr
1 I
~2 Z 2 2 _ . _ —\2
or=—) 2y —T =--=—Y (xp—7)°.
g L

Néstan stickprovsvariansen alltsa.

Vektornotation for parametrar
Definition. Nér vi har en férdelning som beror pa flera parametrar, ség 61,0s,...,0;, sa
skriver vi ibland @ = (6y,0s,...,60;) € R’ som en j-dimensionell vektor. Notationen blir da
mer kompakt. Bokstéver typsatta i fet stil indikerar oftast en vektor i denna kurs.
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