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1 Repetition

Stickprov och punktskattningar

Definition. Lat de stokastiska variablerna X, Xs,..., X, vara oberoende och ha sam-
ma fordelningsfunktion F. Ett stickprov z1, x,..., , bestar av observationer av variabler-
na Xy, Xo,..., X,,. Viséger att stickprovsstorleken ar n. En punktskattning 6 av parametern
ar en funktion av de observerade viardena x1, xs, ..., x,:

0= g(x1,29,...,2,).
Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel &) enligt

O =g(X1, Xs,..., X,).

/8\ Stokastiskt eller ej?
Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som &r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:
Y
(i) 6 — verkligt vérde. Oként. De-
terministiskt.

o~

(i) 6 — skattat virde. Kant (berdk-
nat fran stickprovet). Determi-
nistiskt.

(iii) O — stickprovsvariabeln. Denna /

ar stokastisk!

0 E(©) 4
Sannolikheter som beréiknas bor anvénda sig av O da © beskriver variationen hos 8 for olika
stickprov. Om bara € och 6 ingar dr sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).




W Egenskaper for skattningar

Definition. Stickprovsvariabeln O kallas
(i) wintevirdesriktig (vvr) om E(©) = 6;
(i) konsistent om det for varje € > 0 géller att

lim P(|©, — 6] > ¢) =0,

n—oo

déar @n ar punktskattningen for varje stickprovsstorlek n;

(iii) effektivare &n en skattning ©* om V(0) < V(6%).

Om en punktskattning inte &r véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi
definierar detta som skillnaden E(©) — . En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna ritt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill
ocksa gérna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

2 Vanliga punktskattningar

Vi stotte pa medelvardet och stickprovsvariansen pa foregaende foreldsning. Dessa skattningar
ar vettiga skattningar av véntevirdet och variansen i meningen att de ar vantevardesriktiga
och konsistenta.

@ Medelvirde

— 1
Medelvardet X = — E X, &ar en vintevirdesriktig och konsistent skattning av vantevérdet.
n
i=1

Bevis: Variablerna X} ér oberoende och likaférdelade. Lat E(X;) = u och V(X;) = o? for
alla 7. Eftersom véntevardesoperatorn &r linjar sa géller att

EX)=E (%i){) - %iE(Xi) - 72—“ -

Alltsa ar X en vintevirdesriktig skattning av pu.
Da variablerna ar oberoende kan vi gora en liknande kalkyl for variansen:

2 2

— 1 — 1 — no o
X) = - Xi|=— X)=—=—.
V(X) V<n2 ) n2;V( =5 =

Hir ser vi att V(X) — 0 da n — oo, si enligt satsen ovan dr skattningen konsistent.



@ Stickprovsvarians

1
n—1

n

Z(Xi — X)? &r en vintevirdesriktig skattning av variansen.

=l

Stickprovsvariansen S% =

Bevis: Detta bevis ér lite bokigare, men foljer samma princip.

E (nil i(Xi ‘7)2) -—F (;Xz —2Xi7+72)
Xn:(E(Xf) —2B(X,X) + E(X")).

=1

1
n—1

Vi vet att E(X) = p och att V(X) = 0%/n. Steiners formel siiger att E(Y?) = V(Y) + E(Y)?
for en stokastisk variabel Y, vilket vi kan utnyttja for att skriva

E(X2)=V(X,)+ E(X,)? =0+ 4% samt E(X)=o>/n+ u’.

Vidare sa ser vi att

— 1 — 1 —
BE(X;X)=F <XZ»— § Xk> == § B(X;X})
' n
k=1 k=1

och eftersom E(X;X}) = E(X;)E(X;) = p? om i # k (eftersom dessa variabler 4r oberoende)
och EB(X?) = 0%+ p? (da i = k) kan vi skriva

B(X;X) = ((n—Dp? +0° +p?)/n = p* +0°/n.

Vi atergar till det sokta vantevérdet:

n 2 2
2(02+M2_2(M2+02/n)+02/n+ﬂ2) :nUTL#/nZO'Q.

2y _
E(S7) = 2 ]

n—1

Alltsa dr S? en viinteviirdesriktig skattning (av 02). Virt att notera ir att S = v/S? inte &r en
véntevirdesriktig skattning av o (men den anvénds oftast dndal).

3 Metoder for att hitta punktskattningar

Vi har slarvat lite i definitionen av punktskattningar nir det géller vilka viarden pa den okénda
parametern 6 som ar tillatna. Vi infor begreppet parameterrum.

Parameterrum

Definition. Vi later {2y beteckna parameterrummet av alla tillatna véirden pa parame-
tern 6.

Parameterrummet &r alltsa en delméngd av R? dér p dr antalet parametrar (tdnk pa att 6 kan
vara en vektor @ = (61,6,....6,)).



N

Exempel

(i) Om X ~ N(p,0?) kan vi téinka oss @ = (p,0?), i vilket fall parameterrummet kan
representeras som R x (0, 00).

(ii) Om X ~ Bin(n,p) dér n &r fixerad &r parameterrummet €2, = [0, 1].

Skulle vi med nagon metod hitta en skattning som faller utanfor parameterrummet maste den
forkastas. Sa ater till fragan hur vi hittar skattningar mer systematiskt.

3.1 Momentmetoden

Vi sag momentmetoden i forra foreldsningen. Lat oss endast repetera vad den gick ut pa.

Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(x; 01,0, . .. ,0;) bero pa j okdnda parametrar 6;,6,,...,6; och
definiera m; (61, 6s, . ..,0;) = E(X"), i =1,2,... Momentskattningarna for 0, k =1,2,...,7,
ges av losningen till ekvationssystemet

A ol
mi(ﬁl,ﬁg,...,ﬁj):EZmﬁc, 12172,,j
k=1

3.2 MK-skattning

Minsta kvadrat-metoden har vi egentligen stott pa i tidigare kurser, mer specifikt nér vi hit-
tade approximativa losningar till 6verbestdmda ekvationssystem. Faktum &r att vi kommer att
upprepa den proceduren senare i denna kurs i sammband med linjér regression.

Lat xq, 2o, ..., x, vara observationer av oberoende stokastiska variabler Xi, X5, ..., X, sadana
att E(Xy) = ur(0) och V(Xy) = o2 for k = 1,2,...,n (alltsd samma varians men potentiellt
olika vantevéarden).

% Minsta kvadrat-skattning
Definition. Minsta kvadrat-skattningen for 6 ges av den vektor 6 som minimerar

n

Q) =" (- uk(§)>2.

k=1

N

Q" Exempel
Lat Xq,..., X, vara ett slumpméssigt stickprov fran en fordelning F'. Hitta MK-skattningen
for vantevérdet p.




Lésning. Vi stéller upp funktionen

n

Q) = (zr— )’ peR.

k=1

Vi soker nu det varde i som minimerar (). Enklast ar att ta till envariabelanalysen och derivera
och soka efter stationédra punkter:

n n 1 n
0=Q(m)==2Y (mx—p) & mu=D3 m & p=_3 m=7T
k=1 k=1 1

Ar detta ett minimum? Eftersom Q"(Z) = 2n > 0 #r det mycket riktigt ett minimum. Den
eftersokta MK-skattningen av vantevirdet ar alltsa = 7.

o

Enkel linjar regression

12 T

Antag att vi gjort métningar y; pa nagot vid 100 |
vissa varden x,, k = 1,2,...,n och att ett
spridningsdiagram visar nagot i stil med figu- 8| :
ren till hoger. Det forefaller rimligt att det fore-
ligger ett approximativt linjért samband. Kan o |
vi hitta en linje som passar in i métserien? vi 4| .
soker alltsa en linje y = (y + f1x som i nagon
mening approximerar mitresultaten. I vilken 2| h
mening? Dar finns flera sitt, men det vanligas- ol |
te ar nog att minimera kvadraten i felen. x

| | | |

0 1 2 3

Losning. Vi betraktar varje punkt (zg, yx) som att xy ar fixerad och y; &r en observation av en
stokastisk variabel Y = [y + 12 + €, dér €, dr oberoende stokastiska variabler med E(eg) = 0
och V(e;,) = 02 Detta #r den typiska modellen vid linjir regression. Konstanterna 3y och ; #r
okénda och det ar dessa vi vill bestamma. Eftersom

E(Y) = Bo+ Bz och  V(Y;) =0

sa blir
n n

Q(Bo, b1) = Z(yk - E(Yk))2 = Z(yk — B0 — 5155’6)2'

k=1 k=1

Minimering av denna funktion med avseende pa [y och ; ger skattningarna BO och Bl. Jakten
pa minimum sker nog enklast med lite flervariabelanalys:

0=VQ=(Qh Qs)=-2> (y; — Bo— frzj, z;(y; — Bo — i)
j=1

sa

nﬁo-i‘ﬁlzwj :Zyj & fot+/T=Y
=0

J=1

5



och
Bod ait B 2= wy, & nfT+H Y ai=> auy
=0 7=0 j=1 3=1 j=1

Forsta ekvationen ger att Sy =7y — 51T, sa
n n
nTy — finT’ + b Z x} = Z Z;jY;
j=1 j=1

vilket om vi l6ser ut 37 leder till

2 5=y — Ty (% — 7)Y )
Z?:l sz — na’ Z?:l(xj —T)?

b=

3.3 ML-skattning

Lat X1, Xs,..., X, vara oberoende stokastiska variabler med tathets- eller sannolikhetsfunk-
tioner f;(x; @) respektive p;(k; @). Vi antar att samtliga endera &r kontinuerliga eller diskreta.
Det typiska &r att alla variablerna har samma fordelning, men det &r inget nédvéandigt krav for
metoden (diremot forenklar det sa klart). Samtliga fordelningar beror dock pa en och samma
parameter @ som kan vara vektorvard.

9%/ ML-skattning

Definition. ML-skattningen for 8 dr det virde som gor att likelihood-funktionen L(6)
maximeras, dar

L(0) = [ [ fi(x1:0) = fi(21:0) - fo(w2;0) -+ fulw0: 0)
k=1
i det kontinuerliga fallet och

L(6) = Hpk(ﬂﬂk; 0) = p1(21;0) - p2(22;0) - - pu(n; 0)

& det diskreta fallet.

Sa vad dr da ML-skattningen? Ganska enkelt &r det den skattning som gor att det stickprov
vi observerat dr det mest troliga. Eftersom vi antar att variablerna som stickprovet dr obser-
vationer av dr oberoende ges den simultana téthets- eller sannolikhetsfunktionen av produkten
av de marginella, sa vi véljer helt enkelt den skattning som maximerar den simultana téthe-
ten/sannolikheten.

Ofta nir man arbetar med ML-skattningar nyttjar man den sa kallade log-likelihood-funktionen:

[(0) =1InL(0).

Denna funktion bevarar de flesta av de egenskaper vi ar intresserade av eftersom In ar stringt
véixande och L(0) € [0,1]. Specifikt sa har L(0) och I(#) samma extrempunkter.



N

Q Exempel
Lat x1, xs, . .., x, vara ett stickprov av en exponentialférdelning med okénd intensitet 6. Hitta
ML-skattningen for 6.

Losning. Tithetsfunktionen ges av f(x) = fe %, x >0, sa

L(9) = H@e—emk — 0" exp (—HZIk> = [(#)=InL(#)=nlnb — QZ:Z:k.
k=1 k=1

Vi undersoker vart det finns extrempunkter och finner att

under forutsittning att T # 0. Ar detta ett maximum? Anvéind det ni lirt er i envariabelana-

lysen! Till exempel ser vi att
n

—
sa l”(0) < 0 for alla 6 > 0. Saledes ar det ett maximum vi funnit.

l/l(g) —

N

Q Exempel

Lat X ~ Bin(n,p) med p okénd och lat z vara en observation av X. Hitta ML-skattningen
for p.

)TL—.’E

Losning. Sannolikhetsfunktionen ges av p(z) = < Z ) p* (1 —p)"~%, sa

L@%=(Z)pﬂl—m%x
= Ilp)=C(n,x) +xInp+ (n —z)In(1 — p),

dér C(n,x) ar en konstant (med avseende pa p). Parameterrummet ges av €, = (0,1). Vi
deriverar och erhaller att
r n—x (Il—-px—(m—z)p x—np x

0=10(p)==— = = &S r=n = = —.
) p 1-p p(1—p) p(1—p) P T

o P I .. . .
ML-skattningen &r saledes p = — om detta &r ett maximum. Vi kontrollerar:

n
| p
p) [+ 0 -
Ip) | /7 max ™\

Vad skulle hiinda om observationen blev x = 0 (eller z = n)?



Lat xy, @9, ..., z, vara ett stickprov fran N(u,o?) dir bade p och o2 dr okéinda. Hitta ML-
skattningarna for p och o?.

Exempel

Losning. Vi har nu tva okénda parametrar och likelihoodfunktionen ges av

= T — )2 1 1 & )
L(p,v) = H \/%GXP (—%) = WGXP <—% Z(xk — 1) > )

n

I(p,v) = konstant — g Inv — By (zp — p)*.
k=1

Parameterrummet ges av €,,, = R x (0,00) och vi vill maximera [(p,v). Stationdra punkter
finner vi dar VI(u,v) = (0,0), sa vi berdknar de partiella derivatorerna:

n

1 n
l/ = — — = — (1 —
,u(:uv U) v ;(xk /J“) v (.T M)
och
o) = 2+ 5 Y
v lu’ - 2U 21}2 k /‘L :
k=1
Det &r tydligt att 4 =7 och
n 1 < ) 1< )
= _ = — _ _
k=1 k=1
sa VI = 0 precis da
1 n
p=7 och v=—Y (v, —7)%
n
k=1

Ar detta ett maximum? Vi undersoker nirmare:

T n _n (T— /J’) )
H(p,v) = " v ) = o . vz 7
(k) (%L%) (‘ﬁ@—waﬁ—%Zm@VWV

1
dar vi later SS = Z(xk — 11)? och i punkten (y,v) = (f, - SS) blir

k=1

1 _n? _n?
) (F ) (F 5)

vilket dr en negativt definit matris, sa detta ar ett maximum.
Vi vet sedan tidigare att skattningen for v behéver ha faktorn 1/(n — 1) for att vara véntevér-
desriktig, s ML-skattningen av o2 dr saledes inte vintevirdesriktig.

8



4 Flera stickprov; sammanvigd variansskattning

Antag att vi har tva stickprov xq, s, ..., 2z, och yi,¥9s,...,y, fran normalférdelningar med
olika vantevirde men samma varians. ML-skattningarna for respektive vantevérde blir iy = T
respektive fis = 7. For standardavvikelsen kan man visa att den sammanvigda varians-
skattningen (pooled variance) blir

o m-DE+ (=D
n+m-—2 ’

diir s? och s3 #r stickprovsvarianserna for respektive stickprov. Formeln generaliserar naturligt
till fler stickprov. Vi kan &ven direkt se att

1

s (= DE(SY) + (n— E(S3) = L (men—20?) =,

E(S%) =
(5%) e

sa skattningen dr véintevérdesriktig.

5 Medelfel

Vi har anvént variansen V(0) (eller standardavvikelsen D(0)) for att jamfora olika skattningar
(effektivitet och konsistens). Mindre varians betyder helt enkelt att skattningen i nagon mening
ar battre. Detta ar ett problem da dessa storheter i allménhet inte &r kdnda. Vad vi gor ar att

~

vi helt enkelt skattar de okénda storheterna i D(©) och kallar resultatet for medelfelet.

W Medelfel

Definition. En skattning d = d(©) av standardavvikelsen D(0) kallas for skattningens
medelfel.

-~

Vi ersétter alltsa helt enkelt okédnda storheter i V(©) med skattningar. Givetvis paverkar detta
precisionen och séttet vi véljer att ersidtt de okdnda storheterna har inverkan pa resultatet.

N

Exempel
Om X, ..., X, ir ett slumpmaéssigt stickprov av en N(u, 0?)-férdelning dér bade p och o2 &r

okiinda kan vi uppskatta 4 med medelviirdet M = X. Saledes &r D(M) = i, men da o &r
n

okénd behover vi skatta o med nagot. Forslagsvis med stickprovsstandardavvikelsen s, vilket
ger medelfelet

Detta ar inte pa nagot sétt unikt. En annan skattning av o ger ett annat medelfel. Med det
sagt ar detta ett ganska naturligt val for medelfelet.

Ett annat vanligt exempel &r vid skattningar av andel. Ofta gor vi som i féljande exempel.



-\@’- Exempel
Ett annat vanligt exempel dr nér p ska skattas i binomialférdelning. Lat X ~ Bin(n, p). Vi

G ~ 1—-
vet att V(X) = np(l — p) sa om vi skattar p med P = — erhaller vi att D(P) = u

n
Eftersom p ar okénd kénner vi inte denna storhet exakt, men medelfelet skulle bli

d(P) = p(1 —13)‘

n
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