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1 Skillnad mellan parametrar

Vi kommer nu fortsdtta med att konstruera konfidensintervall och vi kommer betrakta lite
olika situationer dar vi borjar med att titta pa framforallt skillnader mellan olika métningar.
En rimlig fraga dr om det foreligger nagon skillnad mellan till exempel vantevéirden for tva
stycken stickprov. Antag att vi har tva slumpméssiga stickprov fran tva normalférdelningar.
Vi vet inte direkt om fordelningarna har samma parametrar, sa situationen skulle kunna se ut
enligt foljande.

Hur avgor vi om till exempel p; = po? Eller snarare om det &r sa att puq; # us? Eller kanske
om g > p1? Gar det att avgéra om varianserna skiljer sig at? Vad gor vi om inte stickprovet
ar fran en normalfordelning?

2 Linjarkombinationer av normalférdelningar

Lat Xi,...,X,, och Y}, ... Y, vara oberoende slumpmiissiga stickprov fran N (1, 0}) respekti-
ve N(p2,02). Om ¢; och ¢y dr konstanter, kan vi hitta ett konfidensintervall for linjirkombina-
tionen ¢y + cope? Svaret beror pa vilka antaganden vi gor. Vi borjar med att hitta en lamplig
stokastisk storhet. Vi ser att

2 2

E(eiX + YY) =ciu +cops och V(e X + oY) =c} 91 + ¢y 2,
m n
sa eftersom vi har oberoende normalférdelade variabler géller att
X +cY —
z_a + C2 (crp1 + copta) ~ N(0,1). (1)

2 2
2 %1 92
Clm+62 o

Om vi kdnner o, och oy ricker detta for att stélla upp ett resultat.
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2.1 Kand varians

N

Q Kéinda varianser
Antag att foljande viarden dr uppmétta.

x; | 477 55.6 51.3 46.1 54.9
y; | 29.2 478 309 377 279 40.1 415 40.9

Lat z; vara observationer av stokastiska variabler X; ~ N(uy,4%) och y; observationer av
stokastiska variabler Y; ~ N(pus,9?), dir samtliga variabler ir oberoende. Ange ett 95% kon-
fidensintervall for p; — 2ps.

Losning;:
Lat W = X —2Y . Varfor? Denna storhet har egenskapen att E(W) = E(X)—2E(Y) = p1—2ps2,
vilket ar precis vad vi ar intresserade av. Vidare ar

— - 4 9?
VW) =V(X)+ (=2)V(Y) = = AT =437
En lamplig teststorhet ges av
— (i — 2
7= W =lm=2m) o)
V(W)
Obligatorisk principfigur!
Y
' ' x
—Aay2 Aa/2

Eftersom
P(—)\Q/Q < Z< )\a/Q) =1—«a

kan vi ur olikheten 1osa ut sambandet
W — )\a/2 V(W) < M1 — QIUQ <W+ )\a/2 V(W)

Vi skattar W med w = 7 — 2y = 51.12 — 2 - 37 = —22.88. Ur tabell finner vi att ®(1.96) =
0.95 +0.025 = 0.975, sa A, /2 = 1.96. Alltsa blir intervallet

Ly —op = (—22.88 — 1.96 - V43.7, —22.88 4 1.96 - v/43.7)
= (—35.84, —9.92).

Vad séger detta oss? Jo, att med 95% sékert sa ligger det verkliga vardet for p; — 2/ 1 interval-
let (—35.84, —9.92). Till exempel ser vi att noll inte finns med i intervallet, sa det maste vara
sa att 2us > py med hog sidkerhet!



2.2 Oké#nda men likadana varianser (o, = o2)

Sa om vi inte kanner till vad varianserna dr behover vi skatta dessa. Om vi dessutom antar
att o1 = oy far vi ett enklare resultat, sa vi borjar med det. Om vi nyttjar att oy = 0o =0 i
ekvation (1) erhaller vi att

a1 X + Y — (cipin + coptn)

2 2
WA L&
g m+n

Men vi vet fortfarande inte vad o &r, sa vi ersiatter o med stickprovsstandardavvikelsen s.
Eftersom vi har tva stickprov viktar vi ihop dessa pa sedvanligt sétt:

Z = ~ N(0,1).

o (m=Dst+ (-1

m+n—2
—2)52
Motsvarande stickprovsvariabel S? uppfyller som bekant att (m + 7:;_2 ) ~ X} (m+n—2)
och enligt Gossets sats blir
X +cY —
T4 + Co (crpn + coptn) ~t(m+n—2).

2 2
Sy2+2

Okéand varians

Samma siffror som i exemplet ovan, men nu vet vi inte vad standardavvikelserna &r. Antag
att de ar lika, dvs att o1 = 09 = 0. Finn ett 95% K.I. for pu; — po (inte samma uttryck som
sist!). Kan du siga nagot om pastaendet att pq > ps?

N

Losning;:
Vi antar alltsa hir att X; ~ N(u,0?%) och Y; ~ N(ug, 0?).
Vi kan skatta varianserna for varje serie med de vanliga stickprovsvarianserna, sa

57 = - i 1 ;(IZ - 7)? och 53 = ﬁ ZZI(% - 7)?
ar kdnda storheter. Dessa viktas ihop enligt
2 (= Dst+ (m—1)s}
n+m-—2
Det foljer nu att o -
o aXtol —(am+op) Hn+m —2).

Lat k := 4/ % + % Snarlikt med fallet dér vi kdnde varianserna kan vi stédnga in 7"
P(—tap(n4+m—2) <T <typn+m—-2))=1—-«
dér vi ur olikheten kan 16sa ut sambandet
T —tap(n+m—2)-5-k<cipn+copio <T +topn+m—2)-5-Fk.
Viharn = 5och m = 8, sa m+n—2 = 11 frihetsgrader. Ur tabell finner vi att g go5(11) = 2.20.
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} T
7ta/2 11 ta/2(11)

Vi kan rékna ut stickprovsvarianserna for x; och y; separat (med formel eller minirdknare).
Vi erhéller s3 = 17.822 och s = 49.009 (sma bokstéiver, ej stokastiskt!). Den sammanviigda

standardavvikelsen blir da
4
=T 51 + 753 _ 6.1374.

2 2 1 1
k= ﬁ+9:\/—+—:0.5701.
n o m 5 8

2 2
t0.005(11) 5 /% + f—; =2.20-6.1374 - 0.5701 = 7.6976.

Vi kan ocksa rékna ut att 7 — 7 = 14.12, sa det sokta intervallet ges av

Vidare ér ¢; = 1 och ¢o = —1, sa

Alltsa blir

1

H1— 2

— (14.12 — 7.70, 14.12 + 7.70)
— (6.42, 21.82).

Vi ser att noll ej ingar i intervallet, sa det forligger troligt att py > po.

2.3 Okinda varianser (o1 # 02)

Ha ha. Well.. vi har inget anvéndbart exakt samband, men det finns metoder for att hante-
ra dven denna situation. Dessa metoder ligger utanfér denna kurs, men det kanske kan vara
intressant att ha hort talas om dem. Problemet ligger i att uppskatta frihetsgraden v for ¢(v)-
fordelningen. Man kan visa (Welch-Satterthwaite-ekvationen) att

52 52 - 2 2\ 2 1 4 1 4
ot ARt ’(v), dirv= 4% %+ 8—3 :
ny Mo ni  No ni—1ny ne—1n;

Daérifran kan vi till exempel anvinda att

7_7_ - appr
(Ml M2> E\%‘t(l/)
St 5

ni n2

T —

for att stdlla upp ett konfidensintervall for pq — ps.



3 Stickprov i par

Om stickproven Xi,...,X,, och Yi,... Y, inte 4 oberoende far vi problem. Atminstone om
inte beroendet ar kéant. Lat oss betrakta ett vanligt férekommande exempel, ndmligen stickprov
i par. Av nédvandighet dr da m = n sa stickproven har samma storlek. Vi tdnker oss att xz; ar
observationer fran Xy ~ N(ug, 0%) och Y;, ~ N(uy, + A, 03). Typexemplet ér niir vi méiter nagot
fore och efter en forandring.

Bilda nu ett "nytt” stickprov Z; av oberoende variabler:

Zp =Y, — X ~ N(A, 0?),

for nagot o. Vi ér nu tillbaka dér vi var foregaende foreldsning, sa de tekniker vi utvecklade dér
fungerar dven nu.

N

@ Exempel
Preparat mot (h)jarnbrist. Méatningar (i lamplig enhet) fore och efter behandling hos nio
patienter.

Person ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fore | 15.8 12.1 182 94 11.8 16.6 13.7 13.5 17.5
Efter | 14.8 124 183 9.5 122 156 134 144 16.0

Bestam ett 99% KI av den genomsnittliga effekten hos preparatet. Kan du styrka att det
fungerar?

Losning;:

Lat x; vara varde fore behandling for person ¢ och y; motsvarande efter. Vi antar att olika
personer dr oberoende och att x; dr observationer fran X; ~ N(ju;,0%) och Y; ~ N(u; + A, 03).
Bilda Z; = Y; — X; ~ N(A, 02). Vi har nu en enda serie z; = y; — x; som ges enligt

z(-1.0 03 0.1 01 04 -1.0 -0.3 09 0.5

Vi rdknar ut s = 0.7886 och Z = 0.2222. Vidare d&r n — 1 = 8 och a = 0.01, sa t,/2(8) =
t0,005<8) = 3.36. AHtSé,

In = (0.222 — 3.36 - 0.7886/1/9, 0.222 + 3.36 - 0.7886/v/9) = (—0.66, 1.11).

Eftersom nollan finns med kan vi inte forkasta att A = 0 (med 99% sékerhet). Preparatet kan
alltsa vara verkningslost.

4 Jamforelse av varianser

A

"The box. You opened it. We came.’
—Pinhead

Vi antog tidigare att stickproven hade samma varians (for att kunna stélla upp en lamplig
teststorhet). Hur vet vi det? Kan vi pa nagot sitt avgora om det antagandet dr rimligt? Vi vill
alltsa jamfora varianserna for tva stickprov och for att gora det behover vi introducera en ny
fordelning (ljuva lyckal).



4.1 F-fordelningen

F-fordelning
Definition. Vi kallar X ~ F(d;, dy) F-férdelad med frihetsgraderna d; > 0 och dy > 0 om

dq _dj+dy

1 di\?2 a_, dy 2
ro =g (&) 4 0ege) T o2

['(a)D'(b
dér B(a,b) = % ar beta-funktionen.

Notera att X ~ F(dy,1) & X ~ x*(dy).

- — i =1,dy =1
: d1:2,d2:2
d1:3, d2:5

d1:4, d2:6

dy=5,dy=1

dy=8,dy=1

dy =10, dy =10
dy =20, dy =20

B

Sats. Om V; ~ x?(d;) och Vo ~ x?(dy) &r oberoende sa giller att

Vi/dy
Va/dy

~ F(dl,dg).

Bevis. Vi borjar med att betrakta hur man kan hitta tathetsfunktionen for kvoten Z = X/Y
av tva oberoende stokastiska variabler X och Y. Vi antar att respektive tathetsfunktion &r
kontinuerlig. Det giller att fxy(x,y) = fx(x)fy(y) och

X
FZ(z):P(?Sz) =PX<Yz,Y>0)+PX>Yz Y <0)
(%9) Yz 0 00
— [t [ [ ey
0 —00 —o0 Jyz

_ / " he()Fx(yz) dy + / Fr(m)(1 = Fx(y2)) dy,
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fran vilket det foljer att

fo(2) = LEy() = / " hv () fx(y2) dy + / v () fx (y2) dy

dz o

- / i) Fx () dy.

[e.e]

Vi noterar dven att for r > 0 géller att

P (5 < x) _P(X<rz) = fupla)=rfx(ro).

r

Saledes ges tathetsfunktionerna for V; /dy och V,/dsy av

g4/
1 di/2—-1 _—diz/2

fVl/dl(x):Zdl/QF(d_l)xl/ € 1/’ x>0

2

och
d2dg/2 da/2—1 —day/2
Jvayan(y) = my 2/27emdu/2 gy > (),
2

sa enligt resultatet ovan for kvoten L erhaller vi att

Va/dy
fz(2) = /O Y fvayan (Y) frjan (yz) dy

dd2/2dd1/2 L d1/2-1 oo
_ 'y / /2 /21 (ot di2)) /2 g
BT ()T () J

=y(ds +d
= variabelbyte: w=ylds + 1231
dy = (dy + di2) " du

_ d2dQ/2d1d1/2 Zd1/271(d2 + dlz)*(d1+d2)/2 /Oou(d1+d2)/2—1€—u/2 o
0

2T (5T (5)

d2dz/2—1d1d1/2—1r (dl_;rdg) 241/271(d2 + dlz)f(d1+d2)/2
r($)r(g)

eftersom

1 o
(d1+d2)/2—1 —u/2 —
2(di+d2)/2 T (%) /0 u e du 1

da detta #r integralen av téthetsfunktionen for en stokastisk variabel U ~ x*(d; + dg). Vi kan
hyffsa till slutresultatet for f(z) genom att bryta ut dy ur (dy 4+ dyz)~@+%)/2 och anviinda
beta-funktionen:

_ —(d1+d2)/2
d2dz/22d1/271d1 d2/2 <1 + %Z> 1

= 5(%.%)
_ 1 (@) _d2/22d1/2,1 <1 . éz> —(d1+d2)/2
B (%, ) \d d; |
vilket ar precis vad vi ville visa. 0



B

Sats. Om X ~ F(dy,ds) sa ér

2d3(dy + dy — 2
, och V(X)= 2(dh + d = 2) , dy > 4.

dy
E(X): dy > 2 _d1<d2—2)2<d2—4)

Bevis. Vilj tva oberoende stokastiska variabler V; ~ x*(d;) och V3 ~ x?*(dy). Eftersom vi

Vi/dy .
~ F(dy,ds) foljer det att
‘/2/d2 ( 1, 2) oljer aev a

Vl/d1> /V1 Va / (‘/1) (dz) di dy (1>
E(X)=F|———)=/ —och —oberoende /| =E|—|E|(—=|= El—=,
%) <V2/d2 dy dy dy Va da Va
dér vi nyttjat att E(V}) = d;. Vi berdknar E(1/V3):

1 o 1 > 1 o0
El=—)= C/ xd2/272€71/2dx —c (|: xd2/21€z/2:| + / xdg/Zflefx/2 dSC)
(‘é) 0 d2/2 —1 0 d2 -2 0
1 1

- /0 fw(z)de = b2

under forutsédttning att d > 2. Saledes blir

visade ovan att

Cdy—2

Nér det géller variansen anvander vi ett analogt resonemang:
Vi/di\ _ d3 V7 Vi)’
o=v (i) =i (2 () £ (0
43 ) 1 o (1Y
= / Vi och Vs oberoende / =2 | E(V})E|(— |- E(Vi)"E(—
dy v Va
d3 ) 1 d3
== ((VWNW+EW)NE|—=|—————
i (0008 (57) - 2
1 d?
=2 (2 +dNE|— | - ——
i (e (53) - 7257

eftersom V' (V1) = 2d; och vi anvént resultatet for £(1/V3) ovan. Vi partialintegrerar nu for att
berikna E(1/V$):

1 o0
FE (V_22> = C/o P2 3e2/2 gy

1 d2 )22 —x/2 > 1 /OO d2 /22 —x/2
= _— T - x d
c<{d2/2_2x e 0+d2_4 ; x e T

1 E(l)_ 1
dy — 4 Vs (do — 4)(dy — 2)
om dy > 4 och vi nyttjat kalkylen for E(1/V5) ovan.

BE(X)

om dg > 2.

S
NIV

Alltsa blir
V(X) = d> ( 2dy + d3 B d? ) ~2d3(dy +dy — 2)
d? \(do —4)(dy —2) (dg —2)? di(dy — 2)2(dy — 4)°
vilket var precis vad vi ville visa. U



<>

e

Sats. Om X ~ F(dy,ds) sa ér 1/X ~ F(dg,dy).

Bevis. Lat V = 1/X och antag att v > 0. Da géller att

1
Fy(v)=P1/X <v)=P(X >1/v)=1-Fx(1/v) = fy(v)= ﬁfx(l/v),
s da/2 di/2—1 (d1+d2)/2
1 1 dy\ 7 1\ " dy 1 e
ot () (4
v? B (71, 72) dy v dy v
1 d —da/2 1 dy/2+1 d —(d1+d2)/2 dy (d1+d2)/2
seal) O @) @)
B(%, %) \& v dyv di
—d; —(d2+d1
1 ﬂ /2vd2/2—1 1+ @v e
(—2 @) do dy
20 2
eftersom B(a,b) = B(b,a). Saledes dr V' ~ F(dy, dy). O
-

e

Sats. Om T ~ t(n) sd &r T? ~ F(1,n).

Bevis. Lat V = T2 och antag att v > 0. Da giller att

Fy(v) = P(T <v) = P(—/v <T <) = Fr(\/v) — Fr(—/"v),

Folv) = Fw) = 3 Frl3/) = 5= frl(=0)
1 1 ree) L, v\ ~(n+1)/
= /v = Vo T (5)" / (1 + H)

1 1/2 1 —(n+1)/2
_— (—) v 1/? <1 + —v) ,
, ) n n

3
eftersom fr(—t) = fr(t) och I'(1/2) = /7. Saledes &r V ~ F(1,n). O

4.2 Jamforelse av tva varianser

Lat Xi,...,X,, och Y},...,Y,, vara oberoende slumpmiissiga stickprov fran N (u,0?) respek-
tive N (s, 03). Da vet vi att
ny — 1)S? ny — 1)S2
(= 15 2)1~X2(n1—1) och (2= 1)% 2)2~X2(n2—1).
01 02

Det foljer da enligt ovan att
St/ot
S3/03

F= ~ F(ny —1,ny —1).



N

Q Exempel

Betrakta det tidigare exempel igen, déar vi hade

x; | 477 55.6 51.3 46.1 54.9
¥i | 29.2 478 309 377 279 40.1 415 40.9

Antag att z; ir oberoende observationer av N(jui,07) och att y; #r oberoende observationer
av N (p2,03). Ange ett 95% konfidensintervall for o /0.

St/oi
S3/03
konfidensintervall med konfidensgrad 95% sa vi behover grianser a och b sa att
P(F <a)=0.025 och P(F >b)=0.025.

Ur tabell finner vi att @ = 0.1102 och b = 5.5226 (i MATLAB finv([0.025 0.975], 4, 7)). Notera
att tabeller oftast endast innehaller varden for sannolikheter > 0.5. Anledning till det &r att vi
kan anvinda att

Lésning. Lat F = . Pa grund av antagandet foljer det att F' ~ F(4,7). Vi soker ett

1
F~F(m,n = a ~ F(n,m).

Konkret for oss just nu blir det saledes
1 1 1 1 1 1
025 = P(F =P(-<=|=1-P=<- Pl—=<-|=0.975.
0.025 (F < a) <a<F> (F_a) & (F_a) 0.975

Vi forsoker nu 16sa ut o1 /09:

S2/g2 82 o2 182 o2 15?
- U - R s

S3/os  S3 o} bS; o5 aS3

Vi skattar nu S? och S? med respektive stickprovsvarians:

57 =17.822 och s = 49.0086

a <

Ett konfidensintervall for 02 /02 ges alltsa av

B 1 17.822 1 17.822
~ \5.5226 49.0086 " 0.1102 49.0086

) = (0.0658, 3.2999).

Vill vi ha ett konfidensintervall f6r oy /09 tar vi helt enkelt roten ur grénserna:

Iy /on = (V0.0658, v/3.2999) = (0.2566, 1.8165).

I MATLAB kan man anvanda funktionen vartest2 for att skapa konfidensintervallet.

>> x = [47.7 55.6 51.3 46.1 54.9 1;
>>y = [29.2 47.8 30.9 37.7 27.9 40.1 41.5 40.9];
>> [H P CI] = vartest2(x,y,0.05,’both’)
H =
0
P =
0.3452
CI =

0.0658 3.2998

Vad H och P representerar kommer vi till pa nésta foreldsning.
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5 Konfidensintervall via CGS

Sa vad gor vi om stickprovet inte dr fran en normalférdelning?

6 Stickprov for andel

N

Q Exempel

Ett foretag som sysslar med opinionsanalys viljer slumpmaéssigt ut 400 vuxna i Sverige och
fragar om de har asikt A. Av dessa svarar 80 ja (alla svarar). Bestdm ett approximativt 95%
konfidensintervall for andelen av den stora populationen som haller asikt A.

Losning. Vi later X vara antalet som svarar ja. Da ar egentligen X ~ Hyp(JV, 400, p), dér N &r
antalet vuxna i Sverige (rimligen ca 8 miljoner). Da 400 < 8000000 &r det helt rimligt att anta
att X "~ Bin(400, p). Vi vill skatta den okiénda andelen p och viljer som skattningsvariabel

~ X

P=—

400

Vi har observerat att p = 80/400 = 0.2.
Binomialfordelningen ar lite jobbig eftersom den ar diskret, sa vi forsoker oss pa en approxima-

tion. Eftersom
400-p- (1 —p)=400-0.2-0.8 = 64

ar ordentligt storre dn 10 &r det rimligt att approximera binomialférdelningen med normalfor-
delning. Alltsa, R
P "% N(p, p(1 - p)/400).

Lat oss bilda

~

P - p a;;\pjr.
p(1 —p)/400
Observera att vi ersatt med det skattade vérdet pa p i kvadratroten (men inte i téljaren). Vi
nyttjar hir alltsa medelfelet d, dvs

d(P) = \/D(1 — p)/400 = 0.02,

Vi kan nu rékna precis som om vi kiinner standardavvikelsen exakt, sa om vi soker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

N(0,1).

I, = (0.2 —1.96-0.02, 0.2 4 1.96 - 0.02) = (0.16,0.24).

7 Jamforelse av tva andelar

Antag att vi har tva maskiner. Vid uppmétning fann man att Maskin 1 producerade 20 defekta
enheter av 400, och att Maskin 2 producerade 60 defekta enheter av 600.
Modell: Lat X vara antal defekta enheter fran Maskin 1 och Y antal defekta enheter fran
Maskin 2. Under lampligt oberoendeantagande vet vi att X ~ Bin(400, p;) och Y ~ Bin(600, p,)
dér p; och py dr de verkliga felsannolikheterna. Vi skattar lampligen med

=00 ¢ 2= 600
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Vi har observerat att p; = 20/400 = 0.05 och py = 60/600 = 0.10. Alltsa &r p; — py = —0.05.
Ar detta signifikant? For att svara pa fragan behover vi rikna lite sannolikheter. Eftersom
bade nip1(1 — p1) och nepa(1 — ps) dr mycket storre d&n 10 dr det rimligt att approximera
binomialférdelningen med normalférdelning. Alltsa,

Aappr. pl(l _pl) Aappr. pQ(]‘ _p2)
P~ N —_ h P, "~ N — .
1 (pb 400 ) oc 2 <p27 600

Da foljer det att

P -B" N (p - :
Vi bildar nu P
P - P - - appr.
1 2 (pl p?) pp: N(O, 1)

7 =
VA (L= 51)/400 + p>(1 — £2)/600
Observera att vi ersatt med skattade véirden pa p; och ps i kvadratroten (men inte i téljaren).

Det blir fortfarande approximativt (men lite simre sa klart) normalférdelat, men underléttar
mycket for berdkningar. Vi har

VP11 — p1)/400 + pa(1 — p3) /600 = 0.0164.

Vi kan nu rékna precis som om vi kinner standardavvikelsen exakt, sa om vi soker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

Ly —p, = (—0.05 — 1.96 - 0.0164, —0.05 + 1.96 - 0.0164) = (—0.08, —0.02).

Endast negativa vérden, sa p; < ps med hog sannolikhet! Maskin 2 &r antagligen samre.
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