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Vi har nu studerat metoder for hur man hittar lampliga skattningar av okénda parametrar och
dven stingt in dessa skattningar i konfidensintervall for att ha kontroll pa vad som &r rimligt
eller ej. Den sista fragan kan man ndrma sig pa lite annorlunda (men egentligen mer naturligt
satt) genom sa kallade hypotestester (ibland kallade signifikanstester).

1 Hypotestest

Ett hypotesttest i detta sammanhang bestar av en nollhypotes H, och en mothypotes H;.
Typiskt &ar att nollhypotesen &r nagot vi vill motbevisa (och dérmed styrka att mothypotesen
antagligen géller). I denna kurs kommer vi oftast begréinsa oss till sa kallade enkla nollhypoteser
och oftast av typen

H() 10 = 00.

Mothypotesen kan véljas pa olika sétt beroende pa vad vi vill visa. De vanligaste &dr av typerna
H, 19#90 eller H; 28>90 eller H; 29<80.

Det gar att ha betydligt mer komplicerade nollhypoteser (och mothypoteser for den delen).
Ett ganska vanligt exempel dr Hy : X dr normalfordelad eller nagot dylikt. I dessa fall ar det
svarare att hitta ett lampligt test. For de enkla typen av nollhypoteser sa finns det ganska
naturliga teststorheter.

1.1 Teststorhet och kritiskt omrade

For att testa hypotesen behover vi en teststorhet ¢ som avgor hur ett stickprov ska behandlas.
Denna storhet har analog funktion med de som anvéndes nér vi stiallde upp konfidensintervall.
Vilater x1, xs, ..., x, vara ett stickprov fran en férdelning F' som beror pa en okédnd parameter 6.
Motsvarande slumpmaéssiga stickprov betecknas X7, X5, ..., X,, i vanlig ordning.

Teststorhet /Testvariabel

Definition. En funktion ¢ : R™ — R given av t(z1, x9, . . ., z,,) kallas teststorhet eller test-
variabel och dr en observation av den stokastiska variabeln (X7, X, ..., X,,).

For att avgora om vi ska forkasta Hy véljer vi en signifikansniva « och bestammer sedan ett
kritiskt omrade C' som &r en delméngd av det omrade funktionen ¢ varierar 6ver (en del av
viardeméngden). Detta omrade beror pa fordelningen F' och den signifikansniva vi vill utfora
hypotestestet pa.



Kristiskt omrade, signifikansniva
Definition. Det kritiska omradet C ar ett omrade sa att H, forkastas om

t(zy,...,x,) € C.
Om H, forkastas sédger vi att H; ar styrkt och drar slutsatsen att H; géller. Sannolikheten

a=P(t(Xy,...,X,) € C|Hy ar sann)

kallas for testets signifikansniva.

Det kritiska omradet bestar alltsa av virden som &ar for extrema for att vara troliga under
forutsédttningen att nollhypotesen géller.

Lat oss stdlla upp ett hypotestest for vantevardet for fordelningen F' enligt Hy : pu = o
mot Hy : > po. Vi vill saledes styrka att det verkliga vintevirdet &r storre an piyg.

Rimliga utfall Utfall har
om Hj giller. styrker H;.
— : : = T
le
Den roda kurvan ar tathetsfunktionen for ¢(Xy, ..., X, ) om Hy skulle vara sann medan den bla

ar den verkliga tathetsfunktionen. Vi ser att observerade virden &r betydligt rimligare i det
kritiska omradet om den bla fordelningen géller. Det kritiska omradet blir saledes

C={zeR:z>t]}

Om t > t,. sa forkastar vi H,.

Om vi istéllet skulle testa Hy : = po mot Hy : pu # o, vad blir skillnaden? Vi vill saledes i
detta lage styrka att det verkliga vantevérdet dr nagot annat &n p (inte nédvéndigtvis att det
verkliga vantevirdet dr storre).

Utfall har Rimliga utfall Utfall har
styrker H;. om Hj giller. styrker H;.




De bla kurvorna &r potentiella verkliga fordelningar for ¢(Xy, ..., X, ) medan den roda fortfa-
rande ar fordelningen om Hj skulle vara sann. Det kritiska omradet blir saledes

C={zeR:z>t,ellerx<t,}.

Om t > t., eller om t < t,, sa forkastar vi Hy. Nér vi vet mer om fordelningen for ¢( X7, ..., X,)
kan vi under antagandet att Hy stdmmer hitta granserna explicit.

A\

Att stalla upp Hy och H; ska goras innan stickprov observerats. Utgar man fran méatdatan
for att hitta pa sina hypoteser beter man sig bedréagligt.

1.2 Styrka, fel och p-véirde

Sa sag att vi har valt en en teststorhet och ett kritiskt omrade. Vi har da en metod for att
forkasta nollhypotesen om teststorheten sticker ut for mycket fran vad som é&r forvéntat om
nollhypotesen ar sann. Om vi da vet vad det verkliga virdet pa parametern ér, vad blir san-
nolikheten for att vi kommer att forkasta nollhypotesen? Idealiskt vore den sannolikheten 1 sa
fort parametern har ett annat véirde &n vad som angavs in nollhypotesen (dvs 6p). Detta blir
dock svart att uppfylla, men hur ser sannolikheten ut for att korrekt forkasta Hy om vi later 6
variera? Detta brukar kallas for testets styrka.

W Styrka
Definition. Vi definierar styrkefunktionen h(6) enligt

h(0) = P(H, forkastas |6 ar det riktiga vérdet).

Sannolikheten () kallas for testets styrka i 6.

For ett bra hypotestest bor h(f) vara stor for § € Hy och h(f) liten for § € Hy. Notera dven
att h(eo) = Q.
Uppenbarligen finns det en risk att vi tar fel beslut. Denna riska kan delas upp i tva olika typer.

Fel av typ I och 11

Definition. Att forkasta Hy da H, ar sann kallas fel av typ I och har sannolikheten o.
Risken for ett fel av typ I &r saledes signifikansnivan.
Att inte forkasta Hy da H, ar falsk kallas for fel av typ II.

p-viarde
Definition. For ett givet stickprov kan man for ett signifikanstest berdkna ett p-virde.
Denna sannolikhet &r den ldgsta signifikansnivan pa vilken vi skulle forkasta Hy. Med andra
ord &ér p sannolikheten att vi far ett minst lika extremt utfall som det givna stickprovet med
antagandet att Hy ar sann.




Lat oss testa Hy : 6 = 6y mot Hy : 0 # 6y. Om vi utifran stickprovet berédknar teststorhe-
ten t(zq,...,x,) = b sa behover vi alltsa karakterisera alla utfall som &r minst lika extrema
om Hj géller. Nu blir vi beroende av hur foérdelningen ser ut. Lat oss anta nagot symmetriskt.

Utfall minst lika Rimliga utfall Utfall minst lika

extrema som t = b. om Hj géller. extrema som t = b.

Sa p-vardet kan om férdelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beréiknas enligt
p=PtXy,....,X,) <a)+ P{t(Xy,...,X,) >b) =2Pt(Xy,...,X,) =),

dér a maste viljas sa vi har samma sannolikhetsmassa i bada "svansarna.” Om fordelningen har
en riktig skum uppsyn da? Ja, da blir det svart. En variation vi kan hantera &r om mothypotesen
ar av typen Hi : 6 > 6 (till exempel) da vi endast har

p=Pt(Xy,...,X,) >b)

eftersom utfall i véinstra svansen nu inte langre riknas som extrema. Utseendet pa mothypotesen
ar alltsa fundamentalt.
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Mark val att p-vardet inte sdger nagonting om huruvida Hy ér sann eller ej givet observationen
av t. Det vi har ar sannolikheten for ett lika extremt utfall givet att Hy géller. Inte tvértom!

Alla principfigurer ovan har varit sma séta symmetriska och kontinuerliga historier. Hur blir
det vid andra typer av fordelningar?

2 Hypotestest for Binomialférdelning

Vi undersoker situationen med ett belysande exempel.

N

@ Exempel
Ett mynt kastas (oberoende) 30 ganger och vid 10 av dessa blir det en krona. Kan vi forkasta

hypotesen att myntet &r drligt med signifikansniva 5%? Vad ir styrkan om sannolikheten for
krona dr 3/107




Losning. Vi vill testa om myntet dr drligt, sa vi borjar med att stélla upp en modell. Lat X
vara antalet krona vid 30 kast. Da d&r X ~ Bin(n,p) dér n = 30 och p = sannolikheten for
krona &ér okénd. sa en rimlig nollhypotes ges av

1
Hoip:§

och innan experimentet vet vi inte om mothypotesen bor vara p < 1/2 eller p > 1/2; sa vi tar
det sikra fore det osékra och viljer att testa mot

1
H1P7é§

Givet att Hy dr sann sa forvantar vi oss frekvensen 30 - 0.5 = 15 utfall som dr krona. Ar 10
signifikant mindre? Vi stéaller upp det kritiska omradet:

C={recZ:0<z<aellerb<z<n}

Hur hittar vi a och b7 Vi far helt enkelt testa oss fram (och anvinda tabeller). Eftersom

= ()0

> p(zr) =0.0214 och Y p(x) = 0.0494

=0 =0

kan vi berdkna att

samt (ként redan pga symmetri da p = 0.5 men {or fullstandighetens skull):

30 30
> p(x)=0.0214 och Y p(z) =0.0494.
=21 =20

Vi véljer a = 9 och b = 21. Da géller att

P(X €C|H0) :P(X 601|H0)+P(X€ 02|H0)
= P(X < a) + P(X > b) = 0.0214 + 0.0214 = 0.0428 < 0.05.

Detta &ar det storsta kritiska omrade vi kan fa for att halla signifikansnivan. Observera att vi
alltsa inte kan tréiffa a = 0.05 exakt. Detta &r typiskt vid diskreta fordelningar.
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Eftersom x = 10 ¢ C kan vi inte dra nagon slutsats, utan myntet kan mycket vil vara arligt.
Vi kan saledes inte forkasta Hy (vilket inte pa nagot sitt betyder att Hy &r sann).
Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(H, forkastas|p =0.3) = P(X € C'|p=0.3)

9
22(30)03@“ 0.730-2 4 Z( )031’ 0.7397% = (.5888 + 7.28 - 10~% = 0.5888.

=21

Antag att vi istéllet vill testa mothypotesen Hi att myntet ger firre krona &n klave. Vi har da

1
H{:p<§.

Hur ser det kritiska omradet C ut?

...... e

-~
C utfall hir styrker inte H]

Eftersom
11

D p(x) =0.0494 och Y p(x) = 0.1002

=0

sa ser vi att ¢ = 10 dr nédvandigt. Darmed blir
C={ze€Z:0<x<10}

och var observation z = 10 € C. Alltsa kan vi forkasta H, och anse att Hj &r styrkt.
Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(H, forkastas|p =0.3) = P(X € C'|p=10.3)
10
=> ( ?;0 > 0.370.7°07" = 0.7304.
=0

Notera alltsa att styrkan beror pa mothypotesen! Ganska naturligt ndr man tanker efter, men
det ar latt att tro att styrkan for ett test bara har med nollhypotesen att gora. Det ar alltsa
helt fel. Vi kan dven lata MATLAB réikna ut styrkefunktionen for alla p € [0, 1] for att se hur
det ser ut.



Styrka h(p)
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3 Hypotestest for Poissonfordelning

Ovriga diskreta fordelningar kan givetvis hanteras analogt med binomialexemplet i foregaende
avsnitt och med datorkraft &r det inte storre problem att rikna exakt i vildigt manga fall. Men
som vi kommer ihag fran tidigare kurser gar det dven att approximera flera diskreta férdelningar
med normalfordelning om vissa forutsittningar dr uppfyllda. Lat oss studera ett exempel med
Poissonfoérdelning pa tva sitt.

N

Exempel

Antalet datapaket till en server kan betraktas som en Poissonprocess X (¢) med en okind
intensitet A. For att kunna hantera 6verbelastning har man ett varningssystem som varnar om
antalet paket Overstiger en grins N pa tva tidsenheter. Varningen sker alltsa om intensiteten
dr storre dn véntat. Antag att A = 50 (enhet: tusen paket). Det &r dyrt att avbryta servicen
sa man vill hogst tillata felaktig varning med 1% risk.

Hitta grédnsen N och avgér om man bor varna om z = 120 vid en métning. Vad skulle p-virdet
| bli om x = 1307

Losning. Det forviantade antalet paket &r p = E(X(t)) = At, sa om A = 50 forvéintar vi
oss it = 50 -2 =100 (tusen) paket. Lat

Hy:p=100 och Hy:pu > 100.

Vi soker det kritiska omradet C. En figur kan vara bra.
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Pl

50 C

v

Rimliga utfall om Hq géller C

Lat p(k), k = 0,1,2, ..., vara sannolikhetsfunktionen for en Po(100)-férdelad variabel. Ur tabell
(eller med hjélp av matlab och funktionerna poisspdf eller poisscdf) kan vi finna att

) 123 )
> pk)=1-) p(k)=00112 och > p(k)=0.0088.
k=124 k=0 k=125

Saledes blir det kritiska omradet
C={keZ:k>125}.

Eftersom observationen x = 120 ¢ C sa kan vi inte forkasta Hy. Vi bor inte varna.
Vi berdknar p-virdet vid observationen x = 130 genom

p=P(X >130[Hp) = Y p(k) = /tabell/ = 0.0023.

k=130
Vi summerar alltsa sannolikheterna for alla utfall som &r minst lika extrema som x = 130.
Om vi stirrar lite pa plotten ovan sa ser den tdmligen normalférdelad ut, eller hur? Det &r ingen

slump. Om X ~ Po(p) med p > 15 sa ér X "~ N(u, ) (variansen dr p). Vi kan anvinda detta
for att hitta en approximativ grins N. Lat X ~ Po(100). Da giller att

X —100 N — 100 N — 100
0.01:P(X2N):1—P(X<N):1—P< ):1—@(—>.

<
v/100 v/100 10

Saledes ar

N =100 N — 100
0l=1-0¢—" 99 =0 —— "
0.0 ( 5 ) 0.99 ( o )

N — 100
& 23263=———
10

& N =23.263 + 100 = 123.263.

Eftersom N maste vara ett heltal viljer vi N = 124. Aven med halvstegskorrigering hamnar
vi inte pa det exakta virdet, men det &r tillrdckligt nédra for de flesta dndamal. Vi kan dven
aterskapa kalkylen for p-vardet vid = = 130 enligt

130 — 100

~1— = 0.0013.
=i (F)
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4 Normalapproximation — Generellt

Nér vi approximerar med normalférdelningen ér tillvigagangssittet néstan alltid det samma.
Vi har en punktskattning 6 dir © "~ N (6, D?) och vi vill testa nollhypotesen Hy : 6 = 6. Som
teststorhet anvénder vi da oftast

Z:% eller 7 — 2 deo.

Den senare teststorheten da vi inte kinner D exakt utan skattar med d. Vi forutsétter att d ar
en vettig skattning av D da Hy éir sann. Notera att i bada fallen kommer Z "< N(0,1) om H,
dr sann. Vi anvénder alltsa ingen ¢-fordelning hér (det finns inget som séger att det skulle bli
béttre i det generella fallet).

Hur det kritiska omradet ser ut beror pa hur vi stiller upp mothypotesen. Om H; : 6 # 0,
far C' utseendet | — oo, —a[U]a, oo[. Ar mothypotesen enkelsidig blir det bara ett av intervallen
(med annan parameter a). Talet @ hittar vi i normalférdelningstabell.

5 Test for skillnad 1 andel

En mycket vanlig situation &r att vi vill undersoka om det foreligger nagon skillnad i andel
mellan tva grupper. Antag att vi har x; som observation av X; ~ Bin(ny,p;) och zy som
observation av Xy ~ Bin(ng, ps) (vi antar oberoende).

Vi &r intresserade av att testa hypotesen Hy : p; = py mot till exempel Hy : p; # pa. Om Hy ar
sann sa ar en lamplig skattning av p = p; = po

ZL’1—|—JI2
n1+n2

D=

Faktum &r att detta &r ML-skattningen (om Hj &r sann) och ddrmed har den bra egenskaper
sasom konsistens. Vad géller fordelningen for P blir den virre (vad hénder om man summe-
rar binomialférdelningar?). Men, om n; och ny dr ganska stora och p inte ar allt for néra
dndpunkterna i [0, 1], sa kanske vi kan normalapproximera? Vi har redan gjort detta (se konfi-
densintervall for p; — py), men for fullstindighetens skull 1at oss repetera. Om Hy &r sann géller
att
E(ﬁ) _mp+tnep
n1 + No

och
nip(1 —p) + nap(1l — p)

(n1 + n2)2
da ny; +ng — oo, sa skattningen av p dr véntevirdesriktig och konsistent. For att testa Hy
anvander vi P; — P5, och om Hj &r sann sa géller att

- 5" appr. ~ A~ 1 ]-

ni no

V(P) =

— 0,

Eftersom vi inte kdnner p exakt anvénder vi skattningen p ovan i uttrycket for variansen (eller
vi ersétter standardavvikelsen med medelfelet). Vi kan &ven ga 6ver i standardiserad form sa
vi kiinner igen oss:
P - P appr.
Z = L2 N (0,1).

o= (3 + )




Om H; : p; # p2 sa ges det kritiska omradet av
C={zeR:|z| > A}

for nagot lampligt A = ®~!(1 — «/2) vi finner ur tabell (eller MATLAB).

()
@ @
2 2
1 } i
-A 0 A
C Rimliga utfall C
om Hj géller.
5% Exempel

Tva opinionsinstitut Analysera Mera AB och StickProvarna AB undersoker om befolkningen
tycker att sommaren varit fér varm. AM fragar 500 personer och andelen p; = 0.7 (350 st)
haller med. SP fragar 400 personer och py = 0.8 (320 stycken) haller med. Undersck om det
finns nagon signifikant skillnad mellan resultaten pa signifikansnivan 5% (approximativt).

Losning. Lat Hy : p1 = po = p och Hy : p1 # po. Om Hj ar sann véljer vi skattningen
P = (350 + 320) /(500 + 400) = 0.744.

Med beteckningarna ovan géller da (om Hj dr sann) att

Zﬁ /P:_/P; 7/P\1_/P;appr4
T = = 00203
\/p(l — D) (550 *+ 10)

Det &r rimligt att approximera bade 73; och 73; med normalférdelning eftersom bade 500 - 0.7 -
0.3 > 10 och 400 - 0.8 - 0.2 > 10. Vi hittar det kritiska omradet

N(0,1).

C={zeR:|z| > )}
dar A = @71(0.975) = 1.96. Saledes ska — om H, &r sann —

p1— D
0.0293

>196 < |p1—p2| > 1.96-0.0293 = 0.0573

for att vi ska forkasta Hy. Med p; = 0.7 och ps = 0.8 ser vi att 0.1 > 0.0573, sa vi forkastar Hy.
Det ér troligen en skillnad i resultaten.

Ett alternativ &ér att stilla upp konfidensintervallet I, _,, for p; — ps och sedan testa hypotesen
genom att underséka om 0 € I, _,,. Skulle det vara sa att 0:an ingar kan vi inte forkasta H,.
Ligger intervallet helt pa ena sidan 0 ddremot sa forkastar vi Hy. Detta test &dr helt ekvivalent
eftersom vi nyttjar samma testvariabel.
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6 Poissonapproximation

Som bekant kan man &ven approximera binomialférdelning med Poissonférdelning om n > 10

och p < 0.1. Detta kan vara nédvandigt da p ligger néra 0 eller 1 sa normalapproximation inte
fungerar bra. Vi betraktar ett exempel.

N

@ Exempel

En leverantor av laboratorieutrustning héavdar att deras pipetter bara behover kalibreras en
gang per ar och att risken for att en pipett faller utanfor toleransnivan innan dess ar 0.5%
(vid normal anvéndning). Laboratorieansvarig Laura (for ett stort laboratorie) tycker inte
att det stdimmer och har ett ar efter inkdpet och kontinuerligt anvidndande av 1000 stycken

behovt kalibrera om 11 st. Testa hypotesen att felrisken dr 0.5% mot att den ar hogre pa
signifikansnivan 1% (approximativt).

Losning. Den stokastiska variabeln X &r antalet av de 1000 pipetterna som behovs kalibreras i
fortid. Om vi antar att hédndelserna dr oberoende (ér det rimligt?) sa dr X ~ Bin(1000, p) dér p

ar felrisken. Lat Hy : p = 0.005 och Hy : p > 0.005. Vi kan anvinda P= 1000° men enklare &r
att direkt nyttja X. Om Hj &r sann sa géller att

X "= Po(1000 - 0.005) = Po(5).
Det kritiska omradet véljs som
C={z€Z:z>k}
for nagot k € Z. Vi vill att
P(X € C|H,) < 0.01

och i tabell (eller med k = poissinv(0.99, 5) i MATLAB, vilket ger det minsta heltalet k sa
att P(X <k)>0.99) finner vi att k£ = 11. Alltsa géller

P(X > 11| Hy) < 0.01 (exakt viirde: 0.0055),

och Lauras observation x = 11 &r alltsa inte signifikant. Vi kan inte forkasta Hy och sdga att
leverantoren har fel.

-\@’- Exempel
Laura &r inte nojd och kréaver att examensarbetaren Audrey ska géra om hypotestestet och
anvanda normalapproximation som folk. Motivera varfor det inte dr bra men utfor testet.

Undersok ocksa hur hypotestestet blir om man inte approximerar for att hjélpa den stackars
| examensarbetaren att motivera.

Losning. Vid normalapproximation kriver vi att np(1 — p) > 10 och om vi véljer att skatta p
med p = 10/1000 = 0.01 hamnar vi precis kring den griansen sa osiikerheten ar stor. Anvinder

vi leverantoérens p = 0.005 blir det betydligt under. Alltsa inget att rekomendera. Men om vi
envisas sa skulle

X "% N(1000p, 1000p(1 — p)) som dalig approximation.
Om vi antar att Hy ar sann skulle da

B X — 1000 - 0.005
/1000 - 0.005 - (I — 0.005)

N,
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aterigen som en tveksam approximation. Kritiskt omrade ges av
00l=P(Z>XN)=1-®(\) < =3 0.99) =2.3263

sa

V4.975

och vi skulle dérfor lata C' ges av X > 11, varvid resultatet x = 11 skulle verka signifikant.

> 23263 & X > 10.1888

Vi kan stélla upp ett exakt test genom att lata Hy : p > 0.005 och vilja
C={x€Z:z>k}

for nagot k € Z. Precis som med Poissonapproximationen hittar vi k£ genom att i MATLAB
anvianda k = binoinv(0.99, 1000, 0.005) vilket resulterar i k& = 11. Alltsa samma grins som vi
fick med Poissonapproximationen. Exakt varde hér blir P(X > k) = 0.0053.

12



