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Vi fortsédtter nu exkursionen i hypotesernas forlovade land. Fokus kommer vara pa den vanligaste

typen av hypotestester, namligen nér datan antas vara normalférdelad. Vi kommer nu ater stifta
bekantskap med t- och y2-férdelningar.

Lat oss borja med ett enklare exempel.

-\@’- Exempel

I en fabrik med mangarig erfarenhet tillverkar man material av en viss tjocklek. Man méter
med jamna mellanrum tjockleken pa 9 nytillverkade material och testar om medelvérdet
uppfyller |z — 5.0] > 0.05. Om sa é&r fallet stoppas tillverkningen och tekniker far ga igenom
maskineriet. Ansvarig for metodutvecklingen vet av erfarenhet att ¢ = 0.1. Om vi antar

normalférdelning, vad &r bésta signifikansnivan for testet om Hy : = 5 testas mot Hy : p #
57

Losning. Vi antar att X; ~ N(u,0%) = N(p,0.1%), i = 1,2,...,9, dr oberoende. For att
testa Hy stéller vi upp teststorheten

g, _X-50
0.1/4/9

Om Hy ér sann sa dr Z ~ N(0,1). Om vi jamfor med fabrikens test sa ser vi att

0.1
‘?Z >005 & |Z|>15

ger det kritiska omradet
C={z€eR:|z| > 1.5}

Y
} } X
—-1.5 0 1.5
4 Rimliga utfall Cy

om Hj giller.



Sa signifikansnivan « kan om férdelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beréiknas enligt

p=P(Z<—15)+P(Z>15)=2P(Z < —1.5)
= 20(—1.5) = 2(1 — ®(1.5)) = 0.1336.

Den biésta signifikansnivan vi kan vélja ér alltsa o = 0.1336.

N

@ Exempel
Fabriken har fatt en ny bestéllare som inte har nagot problem om materialet blir tjockare.
Ansvarig ténker lite snabbt och stéller upp ett test med samma signifikansniva for att endast

testa att materialet inte blir for tunt. Hur ser testet ut nu och varfor ar detta antagligen inte
vad man vill gora?

Losning. Vi har fortfarande Hy : ¢ = 5 men mothypotesen ges nu av H; : ¢ < 5. Vi kan
anvianda samma teststorhet och om Hj ar sann sa ar

X - 5.0
7 =
0.1/v/9

Vi soker en grins a sa att X < a med sannolikheten o = 0.1336 om H, &r sann.

~ N(0,1).

Y

8

Kan inte forkasta H
och hédvda att Hy giller.

Q<

Det ar tydligt att

— X-=50 a-5.0

X 7 =
s 01/3 - 01/3°
s 5.0 5.0
a — 9. a — 9.
01336 =P Z < IEN = d71(0.1336) = —1.1095
( 0.1/3 ) 0.1/3 ( )

< a—5.0=-0.0370.

Det sokta virdet blir alltsa a = 4.9630. Detta test blir alltsa mer kéansligt for att materialet ar
for tunnt &n det foregaende. Om den nya bestéllaren har samma tolerans for fel som de tidigare
ar det kanske mer strategiskt att istdllet sénka signifikansnivan till hélften.

Ny

@ Exempel

Foregaende hypotestest har en lite udda signifikansniva. Hur ser styrkefunktionen ut?




Losning. Styrkefunktionen definieras enligt

— — 12
h(0) = P(H, férkastas\uz@):P(X<4.9630’XwN(Q,OT))
4.9630 — 0
=& ———~— | = P(148.89 — 300).
< 173 > (148.89 — 300)

Styrka h(6)
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@ Exempel

En nyanstélld i fabriken (med en kurs i statistisk inferens i bagaget) patalar att det kanske &r
olampligt att anta att variansen &r kéind och att man borde skatta den fran métningen. Vid en
métning fick man stickprovsvariansen 0.0144, vad ger testet [Z—5.0] > 0.05 for signifikansniva
|i denna situation?

Losning. Vi testar saledes Hy : i = 5.0 mot Hy : u # 5.0 och som testvariabel blir

X —5.0
S/Vo

om Hj &r sann. Analogt med forsta exemplet maste da

t(8)
0.15

‘ft) > 005 o |t > 2

3 5
vilket ger det kritiska omradet

0.15
C—{teR:|t|>—}—{tGR:|t|>1.25}
s

i vart fall. Fordelningen for 7" &r symmetrisk lik normalférdelningen, sa situationen &r snarlik.
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4 Rimliga utfall s
om Hj géller.

Sa p-vardet kan om fordelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beridknas enligt

p=P(T < —1.25)+ P(T >1.25) = 2P(T < —1.25)
— 2Fp(—1.25) = 2-0.1233 = 0.2466.

Hér anvdnde vi tedf(-1.25,8) i MATLAB (vi har inga tabeller i formelsamlingen for att sla
pa t-fordelningar i “den riktningen”).

Den bésta signifikansnivan vi kan vélja ar alltsa i princip o = 0.25. Mindre lyckat! Testet kanske
behdver dndras.

1 Viantevirde for ett stickprov

I foregaende samling exempel sag vi vad som hédnde nér vi kidnde till variansen exakt och vad
som hénde nér vi behovde uppskatta den fran méatdatan. Osékerheten okar vid varje skattning,
men kénner vi inte exakta virden &r skattningarna nédvandiga.

Lat oss understka den generella situationen. Vi har ett stickprov Xi, Xy, ..., X,, fran en nor-
malfordelning N (p, 02). Vi kan dérfér téinka oss att

Xi=p+e, 6~N00%),i=12,...n,

dér €; dr obereoende. Notera att samtliga variabler har samma varians. Som féregaende avsnitt
visade &r det skillnad pa nér vi kéinner variansen exakt och nér den behover skattas.
Vi borjar med att testa

Hy:p= o mot Hy = # po.

Givetvis kan man vilja testa mot H{ : pu > po eller HY : p < po ocksa, vi kommer ta upp nagot
sadant exempel ocksa.

1.1 Kaiand varians
Eftersom
— 0'2
XN (u, —)
n

kan vi nir o #r kind direkt anvinda X som teststorhet. Men for att géra det hela systematiskt
och analogt med fallet da ¢ inte ar kénd skapar vi en testvariabel
o/\/n

4

Z ~ N(0,1)



under forutsittning att H, &r sann. Vad vi egentligen gor dr att vi utnyttjar att X &r en
skattning (konsistent och véntevérdesriktig) av (det okdnda) véntevirdet p. Testet gar ut pa
att se om det uppmaétta virdet pa skattningen sticker ut sa mycket fran vad som &r forvéntat
att det gor Hy orimlig.
Det kritiska omradet C' ges av

P(Z eC | Ho) =«

dér vi av symmetriskél (eftersom Z ~ N(0,1)) kan — f6r nagot ¢ > 0 — uttrycka C' enligt
C={zeR:|z|>ct={z€R:z>celler z < —c}

Vi noterar att C' bestar av tva delar C| och C5 dér talen i C ar negativa och talen i Cy &r
positiva. Aterigen, av symmetriskéil maste

P(ZeC)=P(ZeCy) = %

Grinsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = ®71(1 — «/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -norminv(alpha/2)).

Y
& &
2 2
: = L
—c 0 ¢
C Rimliga utfall Cy

om Hj giller.

1.1.1 Approximativt test via CGS

Som vi sag pa forra foreldsningen kan man anvénda approximationer for att utfora hypotestest.
Om vi i vart fall inte vet att X; dr normalfordelad kan vi &nda via centrala gransvirdessatsen

saga att
2
X~ appr. g
n

om n > 30 (lite beroende pa hur skev fordelningen for X; dr). Som teststorhet anviander vi
sedan o
X - ,LL alfa\pi/r.

s/v/n

Notera att vi ersidtter o med s utan att fordandra fordelningen (eftersom vi redan haller pa med
approximationer vet vi inte om det blir béttre med t¢-fordelningen). Faktum &r att vi kan gora
detta d&ven om variablerna &r lite beroende. Det finns flera varianter av CGS som kan hantera
lite olika situationer.

N(0,1).



1.2 Okéand varians

Om vi inte kinner till o sa kan vi inte direkt anvinda X som teststorhet och inte heller Z fran
foregaende stycka fungera bra (vad ska vi gora med den okénda storheten 7). Vad vi brukar
gora ir att ersitta o med stickprovsvariansen s2, vilket vi tidigare visat leder till t-férdelningen.
Sa, da géller att

X —up
=5/7n ~

om Hj &r sann. Helt analogt med foregaende situation erhaller vi nu

T t(n—1)

C={teR:t>cellert < —c}

dar
a
P(T>c)=P(T < —c)= 5
Grénsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvénda ¢ = -tinv(alpha/2)).

Y
o o
2 2
: = z
—c 0 c
4 Rimliga utfall Cy

om Hj géller.

1.3 Varianstest

Om nagon stéller upp en hypotesen Hy : 0 = 02, kan vi utfora ett hypotestest? Givetvis kan
vi det. Vi vet att
(n—1)52

2
)

V= ~x*(n—1)

om Hy dr sann. Sa detta dr en limplig teststorhet. Alternativt kan man #ven anvinda S? som
teststorhet. Hur ska mothypotesen se ut? Det vanligaste brukar vara H; : 0% > o2 for att vi
oftast endast &r intresserade av att se till att variansen inte blir for stor. Men givetvis kan man
dven testa mot H; : 02 # o2 (eller 0% < o2 for den delen). Vi soker nu en gréins ¢ sa att

2
a:P(V>c):P<S2>CL01)

n —

och definierar det kritiska omradet som C' =|c, 00[. Vi anvénder tabell for att hitta ¢ (eller i
MATLAB funktionen chi2inv(alpha,n-1)).



~ ~
Vi kan inte forksta H C

och hivda att H; géller.

N

Exempel

Tillbaka till fabriken. Efter kritiken sa vill man testa om s = 0.12 indikerar att det tidigare
antagandet o = 0.1 dr for lagt. Utfor testet med signifikansniva 5%.

Losning. Lat nollhypotesen vara Hy : ¢ = 0.1 och mothypotesen Hy : ¢ > 0.1. Vi har n = 9
och dédrmed blir
8 52
V=—2~x*8).
0.12 (®)

Vi hittar ¢ = 15.5073 (chi2inv(0.95,8) eller ur tabell). Vi ser nu att

8-0.122

Vi kan alltsa inte forkasta Hy. Betyder det att man hade ratt nar fabriken sade att o = 0.17

2 Hypotestester och konfidensintervall

Den observante lasaren har nog redan reflekterat 6ver att det vi dgnat oss at ar ganska snarlikt de
foregaende foreldsningarna om konfidensintervall. Vi stéller upp liknande storheter (ja, identiska
for det mesta) men istéllet for att stdnga in nagot oként i ett intervall sa testar vi skattningen
mot ett kritiskt omrade.

Ett annat sétt att testa hypoteserna pa ar att stilla upp konfidensintervall och sedan testa om
intervallet tacker nollhypotesen eller ej.

N

@ Exempel

I ett husvagnsdrivet laboratorie kokar Janne ihop den suspekta kemikalen C;oH;5N. Varje

vecka startar han med samma méngd utgangsmaterial och foljer samma procedur. Janne har
fatt en ny kopare och har hdvdat att han kan producera 500 gram i veckan. For att inte riskera

problem med hélsan vill Janne testa hypotesen Hy : i = 500 mot Hy : g > 500 pa signifikans-

nivan 1%. Under 16 veckor producerar han i snitt 525 gram med stickprovsstandardavvikelsen
30 gram.




Losning. Vi antar normalfordelning och stéller upp ett enkelsidigt konfidensintervall for vén-
tevardet p. Lat

X —p
T = ———= ~t(15).
S/\/16 (15)
Da géller att
P(T <t)=0.99

om t = 2.6025 (ur tabell). Eftersom

X_
Pt o

T<t S/ T

sa erhaller vi konfidensintervallet
st
I, = (x - oo) = (505.48, o0).

Om H, &r sann sa kommer p = 500 € I, med sannolikheten 99%. Eftersom detta inte &r sant
kan vi forkasta H,. Ska Janne sitta lugnt i baten att han inte lovat for mycket? Méater Jannes
test ratt sak?

3 Generellt om hypotestester

Innan vi avslutar med en diskussion och tester vid flera stickprov tar vi och summerar lite att
tanka pa.

(i) Formulera hypoteser innan du tittar pa datan. Att du vill géra ett enkelsidigt test ska inte
bero pa hur datan ser ut. Av den anledningen ar den vanligaste typen av tester tva-sidiga.

(ii) Men vissa situationer ar alltid enkelsida pa grund av konstruktion. Vi kommer se det i
samband med regressionsanalysen dér vi till exempel vet att varians minskar med fler
forklaringsvariabler.

(iii) Kom ihag nér hypotestestet stélls upp att det ar mothypotesen vi vill styrka.
(iv) Var mycket forsiktig med tolkning av resultaten.

Att man inte forkastar Hy betyder inte att Hy géller. Ett klassiskt
exempel handlar om fyrbenta djur: lat Hy : djuret har fyra ben
och H; : djuret har inte fyra ben. Vi vill underséka om en obser-
vation ar en hést och testar Hy mot H;. Bara for att vi inte kan
forkasta Hy nér djuret ar en katt betyder det inte att det &r en
hést, eller hur? Kanske ett urartat exempel, det kan vara betydligt
mer diffust att ldsa av resultaten ratt i andra fall.

(v) Signifikansnivan kan ocksa vara missvisande. Vid stora stickprov kan man ofta se en
skillnad och forkasta Hy dven om skillnaden kanske inte spelar nagon storre roll i praktiska
fall.



4 Flera stickprov

Vi kan givetvis betrakta flera stickprov samtidigt. Ofta d&r man intresserade av att testa om de
har samma véntevirde och/eller samma varians. Men vi kan stélla upp test for linjarkombina-
tioner av vantevirdena direkt.

Lat Xy, X, ..., X,, och Y,Y5, ..., Y, vara stickprov fran N(ux,o%) respektive N(uy,0%). Vi
kan stélla upp hypotestester for linjarkombinationen ciuyx + copty. Om varianserna ar kédnda
kan vi direkt anvanda att

a1 X + Y — (cipx + copy)
VAt AT

alltsa precis samma variabel vi sag nér vi tog fram konfidensintervall for ciuyx + copty .

Z = ~ N(0,1),

4.1 ox = oy = o okidnd

Helt analogt med motsvarande situation nér vi tog fram konfidensintervall anvénder vi att

a1 X + Y — (eipix + copy)
S\ /m+ci/n

dér S? dr den sammanviigda variansskattningen. Vi betraktar ett exempel.

T =

Nt(m+n_2)7

N

Q" Exempel

Janne har fatt konkurens av den fore detta larlingen Rossana som anvénder samma metod.
Under 9 veckor producerar hon i snitt 600 gram med en stickprovsstandardavvikelse pa 50
gram. Testa pa signifikansnivan 1% hypotesen Hy : p17 = ps mot Hy : g1 < po med antagandet
att variansen dr densamma, dér gy dr Jannes forvantade véarde och ps dr Rossanas. Borde
koparen byta leverantor?

Losning. Vi formulerar om enligt Hy : s — g = 0 mot Hy @ g — pp > 0. Om Hy &r sann sa
galler att

Y - X Y —

X
T: = Nt
S\/1/9+1/16 0.41673

och det kritiska omradet blir

(23)7

C={teR:t> 24999}
eftersom P(T' < 2.4999) = 0.99. Med uppméitta siffrorna blir

,_ 600525 _ 75
© 0.4167-s, 0.4167-38.16

= 4.7161,

dér , )
2 1557 + 855
P 23

ar den sammanvégda variansskattningen. Eftersom 4.7161 € C' forkastar vi Hy. Blir det samma

resultat om vi testar mot Hy : g # uo? (svar: ja, forkasta Hy. Vad dndras?)

= 38.16°

Vikan givetvis ta fram ett konfidensintervall /,,,_,,

om 0 € ,,_,, ocksa (forkasta Hy om 0 & I,,,_,,,).

och testa nollhypotesen genom att undersoka
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4.2 Test for variansskillnad

Sa med foregaende avsnitt i tankarna &r en rimlig fraga om vi kanske kan testa huruvida
varianserna ar lika eller inte. Vi gor detta med ett sa kallat F-test. Vi testar hypotesen

L2 2 2

mot
. 2 2

Om H, ér sann, sa giller att (m —1)S% /0% ~ x*(m —1) och (n —1)S% /o? ~ x*(n —1). Enligt
tidigare resultat vet vi att foljande da géller:

a2
_ =—=~Fm-1n-1).
(n —1)S% S

=D )
Vi soker nu ett kritiskt omrade C sa att
o = P(V eC | Ho)

och som vi anser styrker H; om vi far utfall dar. En figur kan vara lamplig for att se hur
fordelningen ser ut.

Y
& &
2 2
1 } T
& b
~ v v
& Rimliga utfall (&

om Hj géller.

Vi hittar grénser a och b ur tabell (eller med finv(p, n-1, m-1) i MATLAB) sa att

P(V<a):P(V>b):%.

N

Exempel

Var det rimligt att anta att Jannes och Rossanas tillvigagangssiatt hade samma varians?
Testa med signifikansnivan 5%.
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Lésning. Med Hy : 0} = 03 = 02 och H; : 02 # 03. Med

St
=L U F(1

hittar vi det kritiska omradet
C ={vel0,00[: v <aellerv > b}
med a = 0.3126 (£inv(0.025, 15, 8)) och b = 4.1012 (£inv(0.975, 15, 8)). Eftersom

302

v

kan vi inte forkasta Hy. Varianserna kan vara lika (men &r de det?). Vad hénder pa signifikans-
nivan 1%? (samma sak, kan man séga det utan att rikna?)
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